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1. Ecuaciones Diferenciales

1. DEFINICION

Se llama ecuacion diferencial a toda ecuacién que contiene a las derivadas o
diferenciales de una o mas variables dependientes respecto de una o mas variables
independientes. En otras palabras, una ecuacién diferencial es una igualdad que se
cumple para un conjunto de leyes de determinadas funciones.

Ejemplo:

1) La ecuacidon y” + 2xy” — 4y = sen(x) es una ecuacion diferencial en la que la funcién
incdgnita es y que depende de una unica variable x. Es decir, y = f(x).

2. CLASIFICACION

Las ecuaciones diferenciales pueden clasificarse segun el tipo y el orden:

EDO (ecuaciones diferenciales ordinarias): Solo contienen

derivadas de una o varias funciones de una sola variable
independiente.

EDDP (ecuaciones diferenciales en derivadas parciales):
contienen derivadas de una o varias funciones de dos o0 mas
variables independientes.

Segun el tipo
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Se denomina orden al mayor orden de derivacién con el que aparece la funcion
incognita.

Ejemplos:

2) La ecuacién diferencial x.y" + 2xy = 0 es ordinaria y de orden 1.

3) La ecuacion diferencial y”* — sen(xy) = x es ordinaria y de orden 3.

4) La ecuacion diferencial u, + u,, = 0 es en derivadas parciales y de orden 2.

En este curso, trabajaremos con ecuaciones como las de los ejemplos 1 a 3, pues aun

no hemos estudiado el concepto de derivada parcial, que se desarrollara en la unidad
4.

3. SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA

Dada una ecuacién diferencial ordinaria de orden n, en general, la misma puede
expresarse de la forma:

F(x; 795 .;y™) =0
Diremos que una funcion ¢, definida en algun intervalo abierto I es solucion de la

ecuacion diferencial en dicho intervalo, si y solo si:

e (@ esnvecesderivableenl,y
o F(x000);0 (x);;0Mx) =0

Ejemplo:

5) La ecuacién diferencial 2.y”.cos(x) + y? = [y — cos (x)]*> — (y)? tiene como
solucién a la funcién escalar de ley y = sen(x). (¢ por qué?)

Existen tres tipos de soluciones para una EDO:

Solucién general: es la familia de funciones soluciones de la ecuacién diferencial,
quién queda en funcién de n valores constantes.

Solucién particular: cuando se dan valores especificos (condiciones iniciales) en
forma arbitraria, se obtiene una solucion particular de la familia de soluciones
desde la solucién general.

Solucién singular. en algunos casos, se obtiene una solucién que no pertenece a
la familia de la solucién general.

A continuacion, estudiaremos las ecuaciones mas comunes del tipo ordinaria y de
orden uno:
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4. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDQO) es de primer orden, si puede expresarse de
la forma F(x;y;y’) = 0, en forma implicita, o bien y” = f(x;y), en forma explicita. En
esta ecuacion, y = y(x) es la ley de la funcién incognita.

A continuacién, veremos algunos tipos de EDO particulares, asi como la resolucién que
se suele utilizar en cada uno de los casos.

Antes, vamos a aclarar lo siguiente: estos métodos de resolucion nos permitiran
obtener lo que se conoce como solucion general de la ecuacion, es decir una familia
de curvas. Pero, si ademas en particular queremos calcular la solucién para el caso en
que y(xy) = y,, estamos ante lo que se conoce como problema de valores iniciales, 1o
que nos permite hallar una solucién particular de la misma.

4.1. EDO AVARIABLES SEPARABLES

Son aquéllas que pueden reducirse a la forma:

, _ay

y'=5 = P(x).Q(y)

=
Se resuelven ordenando los diferenciales con las variables correspondientes en un
mismo miembro de la ecuacion, y luego, integrando:

Ejemplo:
6) Identificar el tipo y resolver la ecuacion xdy — y?dx = 0
A la expresion xdy — y%dx = 0 también la podemos escribir xdy = y?dx.

Luego, Z—z = %.yz y notemos que esta ecuacion es de la forma y" = P(x).Q(y) con

P(x) = % y Q(y) = y2. Luego, la ecuacion es a variables separables.

Resolucion
Tomamos la ecuacion dada: xdy = y?dx
Agrupamos cada variable con su diferencial: 3%dy = idx
. 1 1
Integramos ambos miembros: f?dy =[-dx
Resolvemos dichas integrales: —% = In|x| + C;
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Llamamos C; = In (C): —% = In|x| + In (C)

Usamos propiedad de logaritmos: —% =1In(C.|x])

— 1
Y= In (Clx|)

Si es posible, explicitamos y:

Y finalmente, hemos encontrado la familia de soluciones de la EDO dada.

Actividad 1. Probar que las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden son a
variables separables, y resolverlas.

a)y =x%y? b) x3dx + (y + 1)2dy = 0
c) —xe*dx + ydy =0 d) (1 +x3)dy — x%ydx = 0
Actividad 2. Determinar para la ecuacién diferencial del inciso 1.a., si existe alguna

solucién de la familia de soluciones que contenga al punto (1; —1); es decir si alguna
de las soluciones satisface la condicion inicial y(1) = —1.

Actividad 3. Determinar para qué valor de m la siguiente ecuacion diferencial de primer
orden resulta ser a variables separables, y para dicho valor hallar la familia de
soluciones:

2
2dy—<y—+xm)dx=0
Vx

4.2. EDO HOMOGENEAS

Si la ecuacion puede expresarse y' = f(x;y), se plantea f(tx; ty) con t > 0. Si sucede
que:

fltx;ty) = f(xy)

entonces la ecuacion diferencial es homogénea. Las ecuaciones diferenciales
homogéneas, también pueden expresarse de la forma y" = f (X)

X

Se resuelven mediante la sustitucion:

donde u = u(x), con lo cual se logra convertirla en una ecuacién A.V.S. y se resuelve
de la forma vista anteriormente.

Ejemplo:

' . .y , 3x+
7) Identificar el tipo y resolver la ecuacién y” = =—2.
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Como sucede que

3.(tx)+(ty) _ t.(Bx+y) _ 3x+y

ftx; ty) = 2252 ) = B = (),

luego la ecuacion diferencial es homogénea.
Resolucién

Tomamos la ecuacion dada: . 3x;—y
Utilizamos la sustituciéon y = u. x: [u(x).x]” = w
Trabajamos ambos miembros: wox +ul =28
Luego: uw.x+u=3+u
O también: u.x =3
Esta ecuacion es A.V.S. Agrupamos variable con diferencial: du = ;dx
Integramos ambos miembros: [du = f%dx
Resolvemos las integrales: u=1In(C.|x|®)
Finalmente, como y = u. x: y =x.In (C.|x|?)

Y hemos encontrado la familia de soluciones de la EDO dada.

Actividad 4. Probar que realizando la sustitucion:
y=u.x

una ecuacion del tipo y” = f (%) se convierte en una ecuacion diferencial AVS.

Actividad 5. Dada la ecuacion diferencial y* = ?:

a) Probar que es homogénea.
b) Hallar su solucién general.
c¢) Hallar la solucion particular que satisface la condicién f(e) = 0.

Actividad 6. Resolver las siguientes EDO de primer orden homogéneas.
a) xdy — ydx —/x?> —y?dx =0conx >0

p =2
b))y =e x+=
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4.3. EDO LINEALES

Son aquéllas que pueden reducirse a la forma:

y +PX).y =Q(x)

Puede demostrarse que la solucién de una ecuacion de este tipo esta dada por:

Ejemplo:
8) Identificar el tipo y resolver la ecuacion y” + %y = §x3 conx >0

Es lineal, con P(x) = % yQ(x) = §x3.

Resolucion

3 3
y = e Jz¥, U efde.§x3dx + C] = ¢ 3In(0), U e3'ln(x).§x3dx +C
— -3 (2 6 — 3 (2 ,7
=X .(E.J—x dx+C)—x .(E.x +C)

_ 2.4, €
y=5x"tsconx>0

Actividad 7. Dada la ecuacion diferencial lineal de la forma y” + P(x).y = Q(x),
multiplicar a toda la expresion por la funcién de ley u = u(x). Deducir una forma posible
para dicha ley y luego probar que la solucion general viene dada por:

y = e~ JPax, U el POAx o (x)dx + C

A esta deduccidn se la conoce como método del factor integrante.

Actividad 8. Dada la ecuacion diferencial y” + %y = ;—2 se pide:

a) Justificar por qué es lineal.
b) Hallar su solucién general.
c) Determinar la solucién particular que pasa por el punto (1;5).

Actividad 9. Hallar la solucién general de las siguientes EDO de primer orden lineales:
a)y +y=e *.sen(x) b) y'+§y=x4

C)y +2xy =2x
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4.4. EDO TIPO BERNOULLI

Son aquéllas que pueden reducirse a la forma:
Yy +Rx).y =Skx).y",

conn # 1.

Se resuelven mediante la sustitucion: iz = yl‘",§

donde z = z(x) con lo cual se logra convertirla en una ecuacion lineal y se resuelve de
la forma vista anteriormente.

Ejemplo:.

1
9) Identificar el tipo y resolver la ecuacion y” + %y = xys3

La ecuacioén es de Bernoulli, con R(x) = % , Sx)=xyn= %

Resolucion
S . 1 2
La sustitucién sera: Z=y 3=1y3 (1)
. , 2 1 3, -1
Se deriva z: zZ=zy sy = szZ=ysy (2)
Y42y 3 © 2 2
.. .7 . . o X —
Se divide toda la ecuacion original por y™: = =22 5 Xy ~ys=x
y3 y3 y3

Teniendo en cuenta (1) y (2) se obtiene la ecuacion: %z' + %z =x

'Y .y 2 . .y . , 4 1 2
Multiplicando la ecuacioén por 5 Se obtiene la ecuacién lineal: z +s.-z=zx,en donde
4 1 2

3

2 4 2 4
Su solucién esta dada por z = x? + Cx” 3. Finalmente, y = (x? + Cx‘E)Z.

Actividad 10. Dada la ecuacién diferencial lineal de la forma

y +R(x).y =Sx).y",

probar que la sustitucion z = y1~" la convierte en lineal, y que para ello es necesario
quen #+ 1.

Actividad 11. Dada la ecuacion diferencial y” + xy = xy?, se pide:
a) Justificar por qué es de Bernoulli.

b) Hallar su solucién general.
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Actividad 12. Hallar la solucion general de las siguientes EDO de primer orden del
tipo Bernoulli considerando para ambas x > 0:

a)xy + 2y =24y

3
,__ Y i2xy
b)y - x2

4.5. EDO TIPO CLAIRAUT

Son aquéllas que pueden reducirse a la forma: y=xy +f)

Se resuelven mediante la sustitucion: -y =P,
donde P = P(x).
Ejemplo:

. 'z . . , 1
10) Hallar las soluciones de la ecuacion diferencial y = xy” + ¥

Resolucion
Se reemplaza y’ = P, quedando: y=x.P +% (1)
Se deriva y, obteniéndose: y =1.P+x.P"—P 2P

Como y’ = P, entonces la ecuacion anterior queda de la forma P =P +x.P'— P72, P,
esdecir0=x.P"—P 2P = 0=P.(x—P7?

La ecuacién anterior tiene dos posibles soluciones:

e Una de ellas se obtiene cuando P’ = 0. Esto sucede siy solo si P = C, reemplazando
en (1) se obtiene y = C.x + C~* (solucion general).

2
e Laotra, x — P2 =0 de donde P = i\/%, reemplazando en (1) se obtiene x = y:

(solucion singular).

Podemos observar que la solucién 8
general es un conjunto de rectas 6
que difieren de la pendiente C y de
la ordenada al origen C 1.

Si graficamos este conjunto de
rectas (soluciéon general) y la
solucion singular, obtendremos la
figura que se muestra a la
derecha:

8
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Como se puede observar, la solucion general es una familia de rectas que son
tangentes a la curva solucion singular generando un efecto envolvente sobre la misma.

Supongamos para el ejemplo anterior que, de todas las rectas de la familia de rectas
de la solucién general, nos interesa aquélla (o aquéllas) que cumplan que pasan por el
punto (1;2). Es decir, aquellas que verifiquen que y(1) = 2. Como ya hemos visto, a
este requerimiento se lo denomina condicion inicial. Para el caso del ejemplo, sera:
2.C.1+C™1' = C = 1. Luego, la curva que cumplira la condicion inicial sera y = x + 1,
a la que se la denomina solucion particular.

Actividad 13. Resolver las siguientes ecuaciones del tipo Clairaut:

a)y=xy —()? b) —y'x +y =In(y) )y =) +yx

5. INTERPRETACION GEOMETRICA DE UNA EDO DE ORDEN 1

El caso mas general de ecuacion de primer orden esta representado por la expresion
F(x;y;y") = 0. Supongamos que podemos expresara y’ como y’ = f(x;y). La solucion
de la ecuacion diferencial sera una funcién escalar (en el caso en que y pueda
escribirse como funcion de x) o una expresion de la forma s(x; y) = 0 (para el caso mas
general). Por lo tanto, podemos graficarla como una curva en el plano xy.
Consideremos un punto (x,;y,) € Dy, tal que y = f(x) es una solucion que pasa por el
punto (x,; y,). La ecuacion y” = f(x;y) indica que f(xy; o) €s el valor de la pendiente
de la recta tangente a la grafica en el punto (xq; y,)-

y =yx) /

F,
rd

.'f{'

(%05 Yo)

Asi, de la ecuacion diferencial se conoce en cada punto del conjunto grafica, una recta
tangente. Esto lo podemos visualizar si en cada punto (x;y) nos imaginamos un
segmento con la direccidon que f(x; y) determina:
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Un subconjunto del plano como éste, en el que para cada punto se ha definido una
direccion, se llama campo direccional de la ecuacion diferencial. EI campo direccional
nos permite inferir propiedades cualitativas de las soluciones. Ademas, sugiere un
método grafico para construir soluciones aproximadas de la EDO F(x;y;y’) = 0.

Ejemplo:

11) Supongamos la ecuacion diferencial y* = % Para hacernos una idea de su campo
de direcciones, podemos proceder de la siguiente manera: le damos valores arbitrarios
ay’.

Por ejemplo, si y* = 0 resulta que x = 0. Esto nos da como informacién que en la curva

de ecuacion x = 0 (eje de las ordenadas), los segmentos tendran una inclinacién de 0°
(porque la pendiente es 0).

Sien cambio y’ = 1, entonces debe ser y = x. Por lo cual, sobre la recta y = x (bisectriz
del primer y tercer cuadrante) los segmentos tienen una inclinaciéon de 45° (porque la
pendiente es 1), etc.

En la siguiente grafica, se muestra el campo de direcciones para la EDO dada como
ejemplo:

N AN ~ ~ — o—— — - e / ¥
N s =T - s ¥ 7

4
\ \ N ™~ — XL —~ /% 72 / /

. L. S — Vs

Inclinacién de 0° > RN |
\ 3 R / / 4‘" /
\ \ N - 7 / / |
|

| Inclinacién de 45°

NN SN~ — — | —
NN N N - — | — —
NPT

\

\

]

/

/

10



complementos

de calculo

En este caso, podemos inferir que algunas soluciones de la ecuacién diferencial
estaran dadas por ramas de hipérbolas de ecuaciones y =vVx2+C e y = —vx2 + C,
como se puede observar en la siguiente figura:

NN NS L s
/S s == ~ NN\

A
)

NN N~ —|— —| - IS

NSNS~ - —|— — - - - 7
N NN N~ —|— — —~ s/

VS S s m == —~ |~ NN

En general, puede comprobarse que cualquier hipérbola de ecuacion x? — y? = C es
solucién de la ecuacién diferencial.

En el ejemplo anterior, habiamos visto que sobre la curva de ecuacién x = 0 resultaba
que y' = f(x;y) = 0; o que sobre y = x resultaba que y" = f(x; y) = 1. A estas curvas
para las que ocurre que y* = f(x;y) = k se las denomina curvas iséclinas.

Ejemplo:

12) Para la misma ecuacion diferencial del ejemplo 11, y* = 3 sus isoclinas son todas

rectas de ecuaciones % = k.

Actividad 14. Justificar apropiadamente si el siguiente campo de direcciones puede
corresponder a la EDO y" = xy + x.
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Actividad 15. Dada la EDO y" = x — y. Se pide:

a) Utilizar un software para analizar su campo de direcciones.
b) Hallar cuales son las curvas isoclinas y graficar algunas de ellas.
c) Predecir algunas curvas soluciones de la EDO.

d) Encontrar las soluciones de la EDO utilizando algun método visto anteriormente.

6. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE SEGUNDO ORDEN

Una ecuacion diferencial ordinaria es de segundo orden a coeficientes constantes, si
su expresion puede reducirse a la forma:

y’ '+ a;y +a,y=B(x) conaq, a; ER

En primer lugar, vamos a clasificar a este tipo de ecuaciones, dependiendo del valor de
la expresion B(x). En el caso en que B(x) = 0, la EDO se llama homogénea, y en caso
contrario, no homogénea. Analicemos cada caso:

6.1. EDO DE SEGUNDO ORDEN HOMOGENEAS

Una ecuacion diferencial de segundo orden lineal a coeficientes constantes es
homogénea si se puede reducir a la forma:

y'+a1y +a,y=0 conay, a;, ER

Antes de analizar cobmo resolver este tipo de ecuaciones, veamos el siguiente teorema:

Principio de superposicion.

Sean y = f(x) e y = g(x) dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion
diferencial lineal homogénea de segundo orden dada por y” +a;y +a,y =0,
entonces la combinacion lineal y = C;. f(x) + C,.g(x), donde C; y C, son constantes
arbitrarias, también es una solucidn de la ecuacién. Por otro lado, el numero maximo
de soluciones LI sera dos.

Pensemos en una funcién cuya ley sea tal que pueda verificar la EDO de segundo
orden. Por ejemplo, podria ser y = 0. Esta es la soluciéon méas obvia (trivial) y por lo
tanto la descartaremos del estudio. Una solucion general no trivial de la ecuacion es de
la forma y = e™ (¢ por qué?). El objetivo sera entonces, hallar el valor de r.

De la solucion general propuesta se tiene que y' = re™ e y” = r2e"™. Reemplazando

en la ecuacion, se tiene r2e"™ + a;re™ + a,e”™ = 0, es decir e™. (r? + a;r + a,) = 0.
Ahora bien, como siempre resulta e™ = 0, la Gnica opcién es que r2 + a;r +a, = 0. A

12
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esta expresion se la denomina ecuacion caracteristica (E.C.) y es util para hallar los
valores de r. Como en toda ecuacion cuadratica, pueden darse tres casos, que se
analizan a continuacion:

Caso 1: discriminante positivo.

Si sucede que a,% —4a, > 0, entonces los valores de r seran dos valores reales
distintos 1; y 7, y se tendran las soluciones f(x) = e™* y g(x) = e™*. Estas, son
linealmente independientes pues la unica forma de lograr que C;e™* + C,e™* =0 es
tomando C; = C, = 0. Por el principio de superposicion, la solucion general estara dada
por la funcién combinacion lineal de ambas funciones:

y = Cie™* 4+ C,e™*

Caso 2: discriminante nulo.

Si sucede que a,? — 4a, = 0, entonces los valores 1, y r, seran iguales (los llamaremos
r). Pero ahora, las soluciones f(x) =e™ y g(x) =e™ no son linealmente
independientes, pues para que C;e™ + C,e™ =0 no necesariamente tiene que
suceder que C; = C, = 0, sino que basta conque C; = —C,. Para este caso, ademas de
ser f(x) = e™ una de las soluciones, puede probarse que también lo es h(x) = xe™,
por lo que la solucién general estara dada por la combinacién lineal de las dos
soluciones linealmente independientes:

y = Cie™ + Cyxe™

Caso 3: discriminante negativo.

Por ultimo, si sucede que a;? — 4a, < 0, entonces los valores de r seran dos valores
complejos de la forma r = a + Bi.. Puede demostrarse que la solucion general estara
dada por:

y = e*.[C;.cos(Bx) + C,.sen(Bx)]

Lo anterior se deduce a partir de la notacion de Euler.

Resumiendo:
Las soluciones de la ecuacion La solucién de la ecuacion diferencial
caracteristica son: es:
1 Y 13, reales y distintas y = Cie™* + (re™*
T, Yy 1y, reales e iguales (r) y =Ce™ + Cyxe™
r = a + Bi complejas y = e®.[C;.cos(Bx) + C,.sen(Bx)]

13
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Ejemplo:

13) La ecuacion y” — 4y + 13y = 0 tiene a y = e?*.[A.cos(3x) + B.sen(3x)] como
solucién general. Comprobarlo. ¢ Es solucion y = e?*.[A. cos(—3x) + B.sen(3x)]? ¢ por
qué?

Actividad 16. Encontrar la solucion de las siguientes EDO de orden dos a coeficientes
constantes homogéneas:

a)y"+6y +9y =0 b)y"+4y =0
)y —y =0 d)y " —4y" +3y =0
e)y" -2y +y=0 fly"—4y"+13y =0

6.2. EDO DE SEGUNDO ORDEN NO HOMOGENEAS

Una ecuacioén diferencial de segundo orden lineal a coeficientes constantes es no
homogénea si se puede reducir a la forma:

Yy’ '+ a;y +a,y =B(x) conay, a, €R,

donde B(x) es una funcién de x no nula.

6.2.1. Solucidon de una EDO de segundo orden no homogénea

La ecuacion general de esta ecuacion no homogénea sera la suma de la solucion
general de la homogénea asociada y la solucidén particular de la no homogénea. Es
decir:

Yonu = Yeu T YpNH

Actividad 17. Dada una ecuacion diferencial de la forma y” + a,y" + a,y = B(x) con
a,, a, € R, probar que si y;y es solucion de la EDO de segundo orden homogénea
asociada e ypyy €S una solucion particular de la EDO de segundo orden no
homogénea, entonces yoyvuy = Yeu + Ypnu €S Solucién de la ecuacién dada.

Ya hemos visto como calcular la solucion de una ecuacion homogénea. Resta ver a
continuacién, cdmo calcular la solucion particular de la no homogénea.

6.2.2. Calculo de la solucion particular para una EDO de sequndo orden no homogénea

Para los casos mas generales, la funcion B(x) puede asumir, entre otras, las siguientes
formas:

e B(x) = P,(x): ser un polinomio de grado n.
e B(x) =P,(x).e™: ser un polinomio de grado n multiplicado por una funcién
exponencial.

14
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e B(x) = Acos(Mx) + Bsen(Mx): ser combinacion lineal de funciones trigonométricas
(senos y cosenos con la misma pulsacion).

e B(x) puede ser una combinacion lineal de cualquiera de los tres casos anteriores.

Al método que se describe a continuacion, se lo conoce como meétodo de los
coeficientes indeterminados. Se trata de un mecanismo para encontrar las soluciones
particulares de acuerdo con la forma que tenga B(x).

B(x) = P,(x)

Se plantea la ecuacion caracteristica asociada a la homogénea. Puede suceder que:

“0” sea solucion de la E.C. “0” no sea solucion de la E.C.

Se ensaya como solucion y = Q,,(x).x" Se ensaya como solucion y = Q,,(x)

donde Q,,(x) es un polinomio del mismo grado que B,(x), y h es el orden de multiplicidad
de la raiz r = 0 (Qque como maximo, en este caso puede ser 2, evidentemente).
Ejemplo:

14) Dada la ecuacion y”* — 4y” = x? — 5x, se desea obtener su solucion general.

EC: 7°—4r=0 & r=0Vr=4 Luego, ygy = C; + C,.e**

Como “0” es solucién de la E.C., de orden de multiplicidad 1, es decir h = 1, se

ensaya como solucién:  ypyy = x1. (Ax? + Bx + C) = Ax® + Bx? + Cx.

Se buscany ey y =34x>+2Bx+C = 1y’ =6Ax+2B
Reemplazando en la ecuacion original, se tiene:

6Ax + 2B — 4. (3Ax2 + 2Bx + C) = x? — 5x, dedondeA=—1—12,3=1i6,c=3iz.

- _t 3,9 2,°
LuegO, ypNH—_Ex +Ex +§x

y e . 1 9 9
@ Por ltimo, se obtiene yoyy = C; + C,.e** — Ex3 + 1—6x2 +ox

Actividad 18. Hallar la solucion general de:
a)y’ —y — 2y = 4x?

b)y"—2y" =6

C)y ' =2x+4—-y

15
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Actividad 19. Encontrar la solucién particular de la ecuaciéon y” + y” = 6x2 + 6x que

satisface que y(0) =1 e y'(0) = 2.

B(x) = P,(x).e™

Se plantea la ecuacion caracteristica asociada a la homogénea. Puede suceder que:

“T” sea solucion de la E.C.

“T” no sea solucion de la E.C.

Se ensaya como solucion y = Q,,(x).e™. x

h

Se ensaya como solucién y = Q,,(x).eT™

donde @, (x) es un polinomio del mismo grado que B,(x), y h es el orden de
multiplicidad de la raiz r = T (Que como maximo, en este caso puede ser 2).

Ejemplo:

15) Dada la ecuaciéon y” — 2y” + y = x.e3*, se desea obtener su solucién general.

@ Yeu = (€ + Cyx)e*
— l _l 3x
YpNH = (4x 4)-9
1 1
@ YGNH = (Cl + CzX)ex + (Zx - Z) .e3x

(comprobarlo)

Actividad 20. Hallar la solucion:

a) general de y”' + 6y” + 9y = e?*
b) general de y”* — 3y + 2y = xe*

c) particular de y”" — 6y + 9y = e3* con y(0) = y'(0) = 1

B(x) = Acos(Mx) + Bsen(Mx)

Se plantea la ecuacion caracteristica asociada a la homogénea. Puede suceder que:

“+Mi” sea solucion de la E.C.

“+Mi” no sea solucion de la E.C.

Se ensaya como solucion

y = x.[C.cos(Mx) + D.sen(Mx)]

Se ensaya como solucion

y = C.cos(Mx) + D.sen(Mx)

16
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Ejemplo:

16) Dada la ecuacion y” + 4y = 3.sen(2x), se debe obtener se desea obtener su
solucién general.

@ Yeu = Cy.cos(2x) + C,.sen(2x)
3
YpNH = —X.COS (2x)

@ Yenu = Cy.cos(2x) + C,.sen(2x) — Zx. cos (2x)

(comprobarlo)

Actividad 21. Hallar la solucién general de las ecuaciones:
a)y +y =3cosx— 4senx
b)y + 2y + 10y = 4sen3x

c)y +y = 2senx

El método descripto anteriormente reduce su aplicacion al caso en que la funciéon B
sea la suma o producto finito de constantes, polinomios, exponenciales de base e,
senos y cosenos. La forma de resolverlas es utilizando los mismos criterios descritos
anteriormente, teniendo en cuenta la forma que tiene el sumando correspondiente. A
continuacion, se muestra un ejemplo:

Ejemplo:

17) Dada la ecuacion y” —y” = 2e* + x% — 4, se debe obtener se desea obtener su
solucién general.

@ YeH = C1 + Cz.ex

Para ello, hemos encontrados las soluciones de la ecuacién caracteristica r?> —r = 0,
siendo éstasr; =0, 1, = 1.

Como B(x) es la suma de dos funciones de las formas descritas en los casos 1
y 2, ensayaremos como solucién:

Yo = Axe* + x.(Bx%? + Cx + D) i por qué?

Los valores de las constantes son A = 2, B = —%, C=-1yD=2.

.y 1
Luego, la solucion es ypyy = 2xe* — §x3 —x% + 2x.

17
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@ Finalmente, yoyy = C; + Cp.e* + 2xe* — %xg' —x%+2x

Actividad 22. Halle la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a)y”’ —y —2y=e3 + sen(2x) b)y" —y =2e*+x

Existe un método mas general llamado método de variacion de parametros, que se deja
para que el alumno profundice en el tema.

7. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE ORDEN SUPERIOR

El método de los coeficientes indeterminados también puede aplicarse a ecuaciones
diferenciales ordinarias no homogéneas de grado mayor a 2. En tal caso, se procede
de manera analoga a la resolucion vista.

Actividad 23. Halle la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a)y®-y=0
b)y” =5y +6y =2x—-1

8. APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Existe una gran variedad de problemas en los cuales el objetivo consiste en conocer
una magnitud variable respecto de otra/s magnitud/es que también varia/n. Es decir,
problemas en los que se pretende conocer una funciéon desconocida a partir de datos
experimentales relacionados en una ecuaciéon que contiene al menos una de las
derivadas de la funcidon desconocida. Estas ecuaciones son las ecuaciones
diferenciales que estudiamos en este capitulo, que se plantearan de acuerdo con los
datos que brinde el problema. A modo de ejemplo, analicemos las siguientes
situaciones:

Ejemplo:

18) Modelo de crecimiento de poblacién.

Un modelo para el crecimiento de una poblacion se basa en la hipétesis de que ésta
crece con una rapidez directamente proporcional a su tamanio.

a) Enunciar la ecuacién que describe este fenédmeno.

b) Suponiendo que la poblacion en el tiempo t = 0 fue de 1000 individuos y la tasa de
crecimiento es k = 0,2 determinar la poblacién en cualquier tiempo futuro teniendo en
cuenta dichas condiciones iniciales. Interpretar graficamente.

18
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Vale aclarar que ésta, es una hipotesis razonable para una poblacion de bacterias o de
animales en condiciones ideales (medio ambiente ilimitado, nutricion adecuada,
ausencia de depredadores, inmunidad ante las enfermedades).

Resolucion:

a) Sea y = y(t) la cantidad de individuos en el tiempo t, segun la hipétesis, la velocidad
de crecimiento y’(t) es directamente proporcional a la cantidad de individuos, es decir:
puede escribirse y(t) = k.y’(t). Esta es una ecuacién diferencial a variables
separables. Separando variables e integrando:

_ dy dy_dt dy_ dt _ _ktiey _ Kt
y(t)—k.E:7_?:I7_1? => In(y)=kt+C, = y=e =C.e

Asi, resulta el modelo de crecimiento poblacional: y; = C.e*t
b) La anterior seria la solucidon general, para el caso particular planteado, con k = 0,2

las condiciones iniciales y(0) = 1000 nos permite hallar C: 1000 = C.e%?° =C
resultando la solucion particular: y; = 1000.e%2¢
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19) Movimiento de un resorte.

Consideremos un objeto de masa M, fijado a un extremo de un resorte indeformable,
de constante de elasticidad k, cuyo otro extremo esta fijado a una pared, y el mismo se
desliza horizontalmente sobre el piso.

La masa esta inicialmente en reposo y el resorte no esta estirado.

Supongamos que por algun medio la masa se desplaza a una distancia x, en sentido
positivo, desde el origen y se la suelta libremente con una rapidez inicial v,. Encontrar
un modelo matematico que describa la posicion de la masa M una vez que es soltado.

Resolucion:
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Ubicamos el origen de coordenadas del eje horizontal x coincidente con el centro de
masa del objeto M cuando el resorte no esta estirado. Por la segunda Ley de Newton:

—k.x=M.x" & Mx"+kx =0 endonde la variable independiente es el tiempo t

EC.Mr’+k=0 > r2=—§ = rlz\/gi \% r2=—\/§i (complejas)

La solucion general es: x;y = C;.sen (\/% t) + C,.cos (\/% t)

.y k . .
La pulsacion \/% aumenta al aumentar la constante del resorte (mas duro cuanto mas

grande es k) y disminuye al aumentar M (ya que aumenta la inercia).

Las condiciones iniciales nos permiten determinar las constantes de la solucion
particular:

x(0) = C;.sen(0) + C,.cos(0) = C, = x,
x'(0) = Cl.\/%cos(O) — Cz.\/ésen(O) =C, §= vo = C; = UO\/%

.z . k k
Por lo que la solucion particular resulta: xp = vo\/%.sen <\/; t) + x.c0S (\g t)

Actividad 24. Leer detenidamente los siguientes problemas que se modelizan
utilizando ecuaciones diferenciales:

a) Desintegracién radiactiva del plutonio.

Los nucleos de los materiales radiactivos se desintegran parcialmente con el tiempo,
con una rapidez proporcional a la cantidad de material presente en cada instante,
convirtiéndose en material estable no radiactivo. El tiempo que les toma a los materiales
radiactivos para que la mitad de sus atomos decaiga en atomos estables se conoce
como “la vida media” o “periodo de semidesintegracion” del material.

El Plutonio 239 tiene una vida media de 25000 afios. Modelar el comportamiento de
1000 gramos de Plutonio, encontrar la solucion al problema, representar graficamente
este comportamiento y determinar aproximadamente el tiempo que se requiere para
que el 90% del Plutonio haya desaparecido.

b) Circuito eléctrico RLC.

En un circuito serie compuesto por una resistencia, una inductancia y una fuente de
alimentacion e(t) circula una corriente eléctrica cuya intensidad es i(t), cuando se
cierra el interruptor/conmutador.
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Teniendo en cuenta que:

e La ley de Ohm establece que la diferencia de potencial que cae sobre una
resistencia es proporcional a la intensidad de corriente (la constante de
proporcionalidad es el valor 6hmico de la resistencia).

e La ley de Faraday establece que la caida de tension en una inductancia es
proporcional a la rapidez de variacion de la intensidad de corriente que la circula (la
constante de proporcionalidad es el valor del coeficiente de autoinduccion de la
inductancia).

e La segunda ley de Kirchhoff establece que la suma de todas caidas de tensién que
se producen en un circuito serie es igual al voltaje provisto por la fuente de
alimentacion.

Se pide:

i) Encontrar un modelo matematico del cual se pueda deducir la intensidad de corriente
en funcién del tiempo.

ii) En particular si el valor 6hmico de la resistencia es de 12Q (ohms), el coeficiente de
autoinduccién de la inductancia es de 4H (Henrys) y la fuente de alimentacion es una
bateria que suministra un voltaje constante e igual a de 60V (voltios) y el interruptor se
cierra cuando t = 0. 4Cual es la expresién temporal de la intensidad de corriente
eléctrica por el circuito? (suponiendo que la corriente inicial es nula).

c) Movimiento de un cuerpo.

Consideremos un cuerpo de masa m al cual se le aplica una resistencia de frenado F =
y1.v + y,.v"™ donde v representa la rapidez del cuerpo; y, y y, son constantes y n una
constante distinta de cero y uno. Encontrar la rapidez del cuerpo en funcién del tiempo
si en el instante inicial tiene una rapidez v,.

d) Aplicacion geomeétrica.

El area de un triangulo, formado por la tangente a una curva buscada y los ejes
coordenados es una magnitud constante. Hallar esta curva.
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e) Movimiento de un resorte.

Un resorte en posicion vertical, fijado en un extremo al techo, sufre un estiramiento de
0,5m cuando se le coloca en el otro extremo una masa de 2kg y se deja estabilizar el
sistema. Si a continuacién se estira el resorte hasta 0,7m y luego se suelta con una
rapidez inicial de 0,2 m/s hacia arriba.

i) Determinar la posicidon de la masa en cualquier tiempo t.
ii) Graficar.

REVISION FINAL DE LA UNIDAD

1) Dadas las siguientes ecuaciones de primer orden:

o)

Ey: y =2y = 4e3* Eyy=xy —=;

a) Clasificar cada una de ellas, justificando la respuesta.
b) Hallar las soluciones de ambas.
¢) Mostrar en un grafico los tres tipos de soluciones que tiene la segunda.

2) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo orden:
Ey: y’" =2y =2x*+x Ey: vy =7y + 12y = 12e3*

3) Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando todas
las respuestas:

a) Para resolver una ecuacion diferencial de Bernoulli se utiliza la sustitucién z = y1™™
con el objetivo de obtener una ecuacién diferencial homogénea.

2xy+y?

es homogénea.
x+y

0.4 . . d
b) La ecuacion diferencial ﬁ =

c) Segun el método de los coeficientes indeterminados, para la ecuacion diferencial
y” — 4y = (2x — 1)e?* la solucion que debe proponerse debe tener como ley una de la
forma y = (Ax3® + Bx?).e?*.

4) Proponer, justificando la respuesta una ecuacioén diferencial de primer orden que sea
a variables separables, y otra que no lo sea.

. .y . . d
5) Se tiene la ecuacion diferencial = = xy — x

a) Clasificarla y probar que su solucion general esta dada por curvas que siguen la
ecuacion:
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x2
y=C.ez +1
b) En el siguiente esquema se muestra el campo direccional de la ecuacion dada,
determinar analiticamente y comprobarlo graficamente, aquellas regiones donde la
inclinacién del vector o segmento graficado sea horizontal. ; Como se llaman a estas
curvas que pasan por todos los puntos donde la inclinacion de cada segmento es la

misma?
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c) En el mismo gréfico anterior, se grafican algunas curvas de la familia solucién.
i) ¢ Qué relacion geométrica hay entre la solucion general y el campo de direcciones?

i) Supongamos estar interesados en aquella solucion que contiene al punto P(0;2) y
que se destaca en el grafico. como se llama a este tipo de solucion?
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6) Resolver las siguientes actividades conceptuales:

a) Siy = f(x) e y = g(x) son dos soluciones de la ecuacién diferencial no homogénea
de orden 2 a coeficientes constantes y” + a,y" + a, = B(x), entonces la funcion resta
r(x) = f(x) —g(x) es solucion de la ecuaciéon diferencial homogénea asociada.
Probarlo.
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b) Utilizando algun método visto, probar que para la ecuacion diferencial ordinaria de
primer orden lineal y” + p(x).y = q(x) donde particularmente es g(x) = e~/P®dx |5
solucion general esta dada por y = x.q(x) + C.q(x)

c) Probar que la ecuacion diferencial y” + (3a)y” + Gaz)y = 0 tiene soluciones con

funciones trigonométricas para todo a # 0.

d) Sila funcion de ley y = f(x) es una solucion de la ecuacion lineal y” + p(x).y = q(x)
con p y q no nulas, ¢también lo es la funcién de ley g(x) = f(x) + 3? Justificar.

e) ¢,Cuanto han de valer m y n para que la siguiente ecuacion resulte homogénea?

x.y™

y =
x3.y% +/x".y?

A continuacion, podés encontrar algunas las soluciones de las actividades de revision:

Ejercicio 1 Ejercicio 2 Ejercicio 5 Ejercicio 6
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Actividad 1) a)y=_x33‘+c b)y=3/_%x4+c_1

c)y? =2xe* —2e*+C dyy=C.{I1+x3|
Actividad 2) i
Y=tz
Actividad 3) m=—= y=tg(Vx+C)
Actividad 5) b)y =x.In[C.|x[] y=x.In [i. [x]] o y=-—x+x.In|x|
Actividad 6) a)y = xsen[ln (Cx)] b) y = xin[ln (C|x])]
Lo 3 c 3 2
Actividad 8) b)y—;+; C)y—;+x—2
Actividad 9) a)y = —e*.cos(x) + e% b)y = éxs +Cx™* c)y=1+C.e™
1
Actividad 1)  P)¥e=—3=
1+Ce 2
— c\? 2 __1
Actividad 12) @)V = (1 + ;) b) y* = =—
x* 3x
Actividad 13) a) Solucion general: y = Cx — C? Solucién singular: y = ’;—2
b) Solucion general: y = Cx + In (C) Solucién singular: y = =1 +1n (— i)

3
c) Solucién general: y = €3 + Cx Solucién singular: |y| = ’(— g) + /—gx

Actividad 14) No corresponde.

Actividad 15)  d)y=x—1+C.e™*

Actividad 16) a)y = Cie 3% + Cyxe 3% b) y = Cy.cos(2x) + C,.sen(2x)
c)y =C; + Ce* d)y = Cie3* + Cre*
e)y = Cie* + Cxe* f) y = e2*.[C; cos(3x) + Crsen(3x)]

Actividad 18) a)y=Cp.e ™ +(Cpe?* —2x>+2x—3

b)y = Cl + Cz.ez'x —3x
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Actividad 19)

Actividad 20)

Actividad 21)

Actividad 22)

Actividad 23)

Actividad 24)

C)y=C +Cre™+x%+2x
y=-3+4e*+2x3—3x%+ 6x

a)y =Cr.e 3 + Cp.xe 3% + %ezx

b) Yonu) ¥ = Ci.e* + Cr.e™ + (—3x*-x)e*

c)y =e3* —2xe3 + %xze“

a) y = C;.cos(x) + C,.sen(x) + 2xcos(x) + gxsen(x)
b) y = e™*.[C;.cos(3x) + C,.sen(3x)] — %cos(3x) + %sen(3x)
C)y = Cy + Ce™ — cos(x) — sen(x)

a)y = Cie™* + Ce?* + ie” + %cos(Zx) - %sen(Zx)
b) y = C; + Cpe* + 2xe* —%xz —-x

a)y = Cie™ + C,e* + C3.sen(x) + Cy.cos (x)

b)y = C; + Coe® + Cze3* + %xz +éx

a) Aproximadamente 83048 afos

b)ii)i, =5.(1 —e~3)

P4 SN T
(€8 n).m.t]l_n

_r_Yr 1-n 4 Y2
o) =| " + e+ yl).e
d) Una hipérbola.

&) i) x(t) = — L sen(VII6t) + 0,2 cos(VITBE) + 2

26



\ de calculo

2. Funciones

1. INTRODUCCION

Ya hemos estudiado anteriormente lo que se conocen como funciones escalares, o
funciones reales de variable independiente real. Estas asignan a un numero real, otro
numero real, como lo es, por ejemplo:

fiR*> R/xe R* o f(x) =In(x) ER

En este capitulo, estudiaremos otro tipo de funciones, pero para ello, primero es
necesario definir otro conjunto que anteriormente hemos estudiado como espacio
vectorial:

Llamamos R™ al conjunto de todas las n-uplas de numeros reales, es decir:
R™ = {(x1;x2;...;%,)/x; ER}

Asi, por ejemplo R? es el conjunto de absolutamente toda terna de niumeros reales, que
incluso puede interpretarse geométricamente como el conjunto de todos los puntos del
espacio ordinario.

2. DEFINICION y ELEMENTOS

Sea A € R" un conjunto no vacio, se llama funcion de A en R™ a toda relacion que
hace que a cada elemento r € A le corresponda un unico f(r) € R™. Su notacién es:

ffACR"SR™ /TEAB f(T) €ER™
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Como se puede observar en la definicion, ahora estudiaremos funciones mas generales
en las que a un vector (o punto) del espacio R" le asignamos un vector (o punto) del
espacio R™.

Ejemplo:

1) La funcién cuya ley es f(x;y) = (x + 2y)i + [3x In(y)]j + (2 — x)k es una funcién
que a ciertos puntos del plano R? le asigna un punto del espacio R3.

Una funcion de este tipo se caracteriza por los siguientes elementos:

e A es el dominio de ]_c formado por todos los 7 para los cuales tiene sentido la
relacién funcional como tal.

e Al valor que le corresponde a un r por la funcién, se lo simboliza f(r) y se llama
imagen de r.

e Laecuacion f = f(7) es la ley de la funcién.
e El conjunto imagen o recorrido de ]_’ es el conjunto formado por los elementos de

R™ que son imagen de algun r € A.

3. CLASIFICACION

En el apartado anterior hemos definido a una funcion
ffACR"S>R™ /TEA- f(T) €ER™

Dependiendo de los distintos valores que tomen n y m, las funciones pueden
clasificarse de la forma en que se muestra en los siguientes parrafos. Es muy
importante familiarizarse con cada tipo de funcion.

3.1. FEUNCIONES ESCALARES

Como ya hemos estudiado, en el caso en que n = m = 1, la notacion toma la siguiente
forma:

ffAC R>R/x€EA»y=f(x)ER
A este tipo de funciones se las denomina funciones escalares.

La caracteristica mas importante de este tipo de funciones es que son aplicaciones que
hacen que a un numero real le corresponda otro numero real.

En la generalidad, éstas pueden representarse graficamente en el plano RZ?,
obteniéndose como grafica una curva plana.
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Ejemplo:
2)Lafunciondadapor f:tAC R - R/y = f(x) = ﬁ es una funcion escalar.

Como podemos observar, a un valor real x le hace corresponder su imagen dada por
1 'y ’ . . . 1 .
— que también es un numero real. Asi, la imagen de x = 4 sera f(4) = > la imagen

de x = —V/2 sera f(—/2) = %\/? — 1, etc.

Como la expresion ﬁ solo tiene sentido matematico si x # 2 entonces el dominio de
definicién A de f estara dado por el conjunto A = Dy = R — {2}.

. 1 .
Ademas, como los valores — recorren todos los reales excepto y = 0 ya que siempre

xsz # 0, el conjunto imagen de la funcién es Iy = R — {0}.

La siguiente figura muestra la representacion grafica de f en un sistema de
coordenadas cartesianas ortogonales, curva que en este caso se denomina hipérbola.

lhy

r

Actividad 1. Determinar cual es el dominio de definicidn de las funciones escalares
cuyas leyes son:

a)f(x)=v-3x+7 b) f(x) =2+ log,(2x —7)
c) f(x) = arcos(—3x — 6) d) f(x) = x +Vx + Vx + Vx+...+*Vx

Actividad 2. Realizar la representacion grafica de las funciones cuyas leyes son:
a)g(x)=5—-2x

b) f(x)=2—-e7*
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3.2. FUNCIONES VECTORIALES

Sedaenelcasoenquen =1ym > 1,y lanotaciéon toma la siguiente forma:
mAC R>R™ /teAw-71(t) e R™

A este tipo de funciones se las denomina funciones vectoriales.

Como caracteristica principal, destacaremos el hecho de que una funcién vectorial hace
que a un numero real t € A le corresponda un punto (o vector) r(t) € R™, es decir un
vector de m componentes.

Las funciones vectoriales no pueden representarse graficamente. Sin embargo,
solamente para los casos en que m = 2 o m = 3 podemos graficar el conjunto imagen
de una funcion vectorial en el plano o en el espacio, respectivamente.

3.2.1. Casos particulares

Particularmente, si m = 2, la funcion tiene la forma:
mACSR-R? /teA-T(t) = (x(£);y(t)) € R?
La imagen r(t) puede escribirse:

x = x(t)

ecuaciones parameétricas
y=y(t) | P )

F© ={

Si estas dos funciones x e y son continuas respecto de la variable t, la representacion
grafica de este conjunto es una curva en el plano.

Ejemplo:

3) La funcién dada por 7:A € R - R? /7(t) = [—cos (t); 2.sen(t)] con A = [0; 2n] es
una funcion vectorial. Como podemos observar en este caso, la funcion 7 le hace
corresponder a un valor real te€[0;2r] un punto de R? que se obtiene
haciendo [—cos (t); 2.sen(t)].

Asi, por ejemplo, la imagen de t = 0 sera r(0) = (—1;0), la imagen de t = r sera el
valor r(m) = (1;0), etc.
Las ecuaciones

— X =—cost
r(t) = {y — 2 sent ©ON 0<t<2m

definen una elipse en el plano de centro (0; 0) y semiejes de medidas 1y 2, como la
que se muestra en la figura, y generada con el sentido que se sefala:
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Para el caso m = 3, la funcidn tiene la forma:
TTACR->R3 /teAp7(t) = (x(t);y(t); z(t)) € R3

La imagen r(t) puede escribirse:

x = x(t)
r(t) =4y = y(t) (ecuaciones paramétricas)
z = z(t)

Si estas funciones x, y y z son continuas respecto de la variable t, la representacién
grafica de este conjunto es una curva en el espacio.

Ejemplo:

4) La funcion dada por A S R - R3 /7(t) = (t;3; t?) con A=R es una funcion
vectorial.

En este caso, la funcién 7 le hace corresponder a un valor real t € R un punto de R3
que se obtiene haciendo (t; 3; t2).

Las ecuaciones:

x=t
r(t)=4y=3 cont€eR
z = t?

definen una parabola en el espacio de
vértice (0; 3; 0) y eje focal sobre una recta
paralela al eje z de las cotas.
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Actividad 3. Determinar el dominio de definicion de las funciones vectoriales cuyas
leyes son:

a)T() =1 +t+t2)i+V2—tj b) 7(x) = In(x)i + 2j + arsen(x)k

c) 7(t) = /%Z +tj + 3k

Actividad 4. Representar graficamente el conjunto imagen de las funciones vectoriales
cuyas leyes se presentan a continuacion, determinando previamente el dominio de
definicion de las mismas:

a)yr(t)=i+tj b) r(t) = (cost;sent; 1)

)r(t) =1 +tt2-1) d) 7(t) = (3 cos t; 3sent; 2t)

Actividad 5. El siguiente grafico es el conjunto imagen de una funcién vectorial de ley
r = r(t). Plantear una posible ley para la misma y el dominio para el que se define:

¥

5
4

3

3.2.2. Curvas cerradas y arcos de curvas

Llamemos C el conjunto imagen de una funcién vectorial :A S R—>R™ conm =2 0
m = 3yr = r(t) una parametrizacion de la curva C, considerando un dominio particular
[a; b].

Si sucede que r(a) = 7(b) entonces C es una curva cerrada.

Si en cambio r(a) # r(b) y r es inyectiva, entonces C es un arco de curva.

Ejemplos:
5) La curva de parametrizacion

x =4.cos(t)

r(t) = {y — —2+3.sen(t) cont € [0; 2]
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es una curva cerrada, ya que r(0) = r(2r) = (4; —2), como se puede observar en la
figura:

6) La curva del espacio de parametrizacion 7(t) = (t;t — 2;t) con t € [1;4] es un arco
decurva,yaquer(1l) = (1;,-11) # (16;2;4) =r(4).

Actividad 6. Determinar cual de las siguientes curvas del plano son cerradas y cuales
son arcos de curva:

a)r(t) = (2+t)i+ (t—3)j t € [-2;2]
b) 7(t) = (sent)i + (- cos t)j t € [0; ]
c) 7(t) = (sen2t)i + (—cos 2t)j t € [0;7]

3.2.3. Curvas de Jordan y arcos de curva de Jordan

Sea C una curva de parametrizacion r = r(t) con t € [a; b]:

Si sucede que la imagen de r es una curva cerrada inyectiva en [a; b[ entonces C es
una curva de Jordan.

Si en cambio la imagen de r es un arco de curva inyectiva en [a; b] entonces C es un
arco de curva de Jordan.

Ejemplos:
7) La curva de parametrizaciéon

x =4.cos(t)

r(t) = {y — 24 3.5en(t) cont € [0; 2]

del ejemplo 5 es una curva de Jordan, ya que es cerrada y ademas se cumple que:
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8) La curva de parametrizacion r = r(t) que se muestra en la siguiente figura es un
arco de curva, pero no es de Jordan debido a que no es inyectiva. Si observamos la
figura, v(b) = 7(c).

Actividad 7. De las curvas de la actividad 6, determinar cuales son de Jordan y cuales
no.

3.3. CAMPOS ESCALARES

Sedaenelcasoenquen >1ym =1,y lanotacién toma la siguiente forma:
ffACS R">R/T€EA- f(r)E R

A este tipo de funciones se las denomina campos escalares.

Como podemos observar un campo escalar es una funcion que hace que a un punto
(o vector) r € A le corresponda un numero f(r) € R.

3.3.1. Conjunto grafica vy grafica de un campo escalar

Sea f:A < R"™ - R un campo escalar con dominio A. La grafica de f se define como el
subconjunto del espacio R™*! formado por los (7; f(7)) donde 7 € A.

Si bien el conjunto grafica de un campo escalar esta definido para cualquier n,
unicamente podemos imaginar y representar aquellos campos escalares con dominio
contenido en R? y dicha representacion sera en R3, obteniendo una superficie para el
caso mas general.

Ejemplo:

8) La funcion dada por z: A € R? -» R / z(x; y) = x*> + y? es un campo escalar. A cada

par (x;y) € A le corresponde un real z que se obtiene como la suma de los cuadrados
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de las componentes del elemento del dominio. Asi, por ejemplo, la imagen de (1; 2) es
z(1;2) =12+ 22 =5, etc. Como ya hemos estudiado, la ecuacion z = x? + y?
representa los puntos de una superficie cuadrica que en particular recibe el nombre de
paraboloide circular. En la figura se muestra esta superficie, y se indica que la imagen
del punto (1;2) es f(1;2) = 5:

Actividad 8. Determinar el dominio de los campos escalares cuyas leyes se presentan
a continuacion, y graficar aquéllos (dominios) que sean un subconjunto del plano o del
espacio:

a) f(5:)) = oy b) f(,7) =t ©) f(,y) = In(x.)
d) f(x,) = 2= O f =VA-GZ+y 42 N fluy) =[2G
Q) fOiyin) =050 h) fly) =922 =y ) f(asbic;d) = 222

Actividad 9. Graficar los campos escalares con dominio en R’ cuyas leyes se
muestran a continuacion:

a) f(xy)=—x—y+3 b) f(x;y) = y* +
C)z=+/4—x%—y? d)z=—J4—x%2—y2
e)z=x%+y? f)z=\1+x%+y?

3.3.2. Conjuntos de nivel

En general, representar graficamente a una funciéon de dos variables no es una tarea
sencilla. Por eso mismo, muchas veces resulta util analizar cierto tipo de subconjuntos
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del dominio de un campo que pueden brindar informacién sobre el comportamiento del
mismo.

Sea f:A < R™ -» R un campo escalar con dominio Ay k € R, se denomina conjunto de
nivel de f de valor k al conjunto

{red/f(r) =k}
En otras palabras, el conjunto de nivel de f de valor k es el conjunto de los elementos

del dominio de f para los cuales el valor del campo es un valor constante k.

Para el caso particular en que n = 2, el conjunto de nivel recibe el nombre: curvas de
nivel.

Para el caso particular en que n = 3, el conjunto de nivel recibe el nombre: superficies
de nivel.

Curvas de Nivel

Las curvas de nivel de un campo escalar de dos variables x e y son las proyecciones
sobre el plano xy de las curvas que se obtienen al intersecar a la superficie de ecuacion
z = f(x;y) con los planos de ecuacion z = k, con k constante.

Las curvas de nivel son utiles muchas veces para mostrar mapas de alguna
caracteristica de cierta zona terrestre. Si lo que se muestra es el nivel de presion, las
curvas de nivel se llaman isobaras. Si lo que se muestra es la temperatura, las curvas
de nivel se llaman jsotermas. Cuando las lineas representan una altura sobre el nivel
del mar, el esquema recibe el nombre de mapa topografico. La siguiente figura muestra
un mapa topografico de una region determinada.

T

L=

Ejemplo:

9) Dado el campo escalar z: A € R? - R / z(x; y) = y? — x?2, s cudles son sus curvas de
nivel?
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Se trata de encontrar las curvas y? — x? = k considerando los posibles valores para k.
Observemos que si:

e k> 0, se trata de hipérbolas centradas en (0; 0) con eje focal y.

e k<0, se trata de hipérbolas centradas en (0; 0) con eje focal x.

e k=0, se trata de una hipérbola degenerada, o lo que es lo mismo las dos rectas
bisectrices de los cuadrantes.

En la figura se muestran las curvas de nivel en el plano xy para algunos valores de k
arbitrarios, y como se ven éstas en la grafica de la superficie z = y? — x2:

-

y

Superficies de Nivel

Los campos escalares de tres variables no pueden graficarse, como habiamos
sefalado anteriormente.

Sin embargo, nos podemos hacer una idea de su comportamiento mediante el analisis
de las llamadas superficies de nivel.

Dado un campo escalar de ley u = u(x; y; z) sus superficies de nivel son los entes
geométricos que se obtienen al hacer u(x; y; z) = k, con k constante.

Ejemplo:

10) Dado el campo escalar f:A S R3 > R/ f(x;y;z) = x? + y? — z2, ¢ cudles son sus
superficies de nivel?

Se trata de encontrar las superficies x? + y? — z2 = k considerando los posibles valores
para k.

Observemos que si:

e k> 0, se trata de hiperboloides de una hoja centrados en (0; 0; 0) de eje z.
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e k <0, se trata de hiperboloides de dos hojas centrados en (0; 0; 0) de eje z.
e k =0, se trata de un hiperboloide degenerado de centro (0; 0; 0) y eje z, es decir
las partes superior e inferior de un cono.

En la figura se muestran las superficies de nivel del campo f(x;y;z) = x? + y? — z2
para algunos valores de k arbitrarios.

—4

Il
Py

I~ I~ I~ >~ >~
I Il
= = O

Actividad 10. Hallar y graficar algunas curvas de niveles para los campos escalares
de dos variables cuyas leyes se muestran a continuacién, prestando especial atencion
al dominio del mismo:

a)fl;y)=x*—y b) f(x;y) = x* + 2x?y? + y*
c) f(6y) = x—xy d) f(xy) =2

Actividad 11. Se muestran las curvas de nivel de un campo escalar f de dos variables:

Ty

Estimar los valores de las siguientes imagenes a partir de la informaciéon dada por la
grafica anterior:

a)f(52)  bfZD  AfG  dfED  efG2 NG
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Actividad 12. Analizar las superficies de nivel de los campos escalares de tres
variables cuyas leyes se presentan a continuacion:

a)f(x;y;2) =x*>—y+z*2 b) f(x;y;2) = x* + y% + z*
c)f(x;v;z) =x+y+2z d) f(x;y;2) = In(1+ x% + y? + z2)

3.4. CAMPOS VECTORIALES

Sedaenelcasoenquen >1ym> 1,y lanotacién toma la siguiente forma:
ffACR"S>R™ /TEAm f(T) €ER™

A este tipo de funciones se las denomina campos vectoriales.

Como podemos observar un campo vectorial es una funcién que hace que a un punto
(o vector) 7 € A le corresponda otro punto (o vector) f(7) € R™.

Los campos vectoriales no pueden representarse graficamente. Sin embargo, cuando
los mismos son de la forma f:A S R? - R? o f:4 € R® - R3, puede realizarse un
esquema vectorial en el plano o en el espacio, respectivamente, como se plantea en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo:
11) Supongamos que se tiene el campo vectorial cuya ley es:
fesy) = (=y:%)
Este campo asigna a cada punto del plano R? otro punto del plano R? bajo la siguiente
regla: la primera componente de la imagen es igual al valor opuesto de la segunda

componente del elemento del dominio; la segunda componente de la imagen coincide
con la segunda componente del elemento del dominio.

Asi, por ejemplo f(6;2) = (—2; 6) o también £(2;0) = (0; 2).

Consideremos el punto del plano r; = (1;1). Su
imagen f(7,) sera el vector de componentes (—1; 1). R
A partir del punto del plano r; = (1;1) trazamos el ' - \
vector de componentes (—1;1). Es decir,
graficaremos el vector de componentes (—1;1) 2 i lo 1 2

utilizando como origen de este vector al punto de - -
coordenadas (1; 1), como se muestra en la figura:
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Si realizamos lo mismo para un numero considerable de elementos del dominio,
quedara representado el comportamiento del campo vectorial, que para este ejemplo
sera como lo muestra la figura:

Como ya hemos sefialado, los campos vectoriales no pueden representarse
graficamente. Pero particularmente, para el caso en que n = 2 y m = 3, y bajo algunas
condiciones de continuidad e inyectividad, podemos graficar el conjunto imagen del
campo vectorial: una superficie paramétrica.

Ejemplo:
12) El campo dado por

frACR? 5 R3/f(u;v) = (r.coSuU.cosv;T.Senu.cos v;r.senv)
con A ={(u;v)/0 <u<2n A0 <v <mr}esun campo vectorial.

Notemos que podemos escribir a la imagen del campo como:

X =r.cosu.cosv

y=r.senucosv O0<u<22n0<v<nm

Z =7T.senv
Este conjunto queda representado graficamente como una superficie esférica de centro
en el origen y radio r, como se muestra en la figura:

z
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Actividad 13. Utilizar un graficador para mostrar el mapa de vectores de los siguientes
campos vectoriales

a)F(x;y) = (x2 + y)i + 2xyj

b) f(x;¥;:2) = (x; —y; 0)

4. OPERACIONES CON FUNCIONES

Ya hemos estudiado las nuevas funciones que pueden obtenerse a partir de dos
funciones escalares: suma de funciones, producto de funciones, cociente entre
funciones y composicion de funciones, y analizamos también cual es el dominio de esta
nueva funcion resultado. A continuacion, enumeramos las posibles operaciones con
funciones vectoriales, campos escalares y campos vectoriales.

4.1. OPERACIONES CON FUNCIONES VECTORIALES

Sean las funciones vectoriales
ffACR->R"/teAw f(t)ER™ y g:BSR-R™/t€Bwg(t) € R™

con conjunto imagen en R™, pueden construirse las siguientes funciones:
e MO =(F x99 =Ff(t)+7(1) SUMA O DIFERENCIA
El dominio de la anteriores Dy; = ANB
e W)= (f -9)@®) =f() gt PRODUCTO ESCALAR
En este caso se obtiene una funcion escalar h cuyo dominio es D; = AN B.
e h(t)=(FAQ®) =) AG() PRODUCTO VECTORIAL
Esta vez se obtiene como resultado una nueva funcion vectorial h = h(t) cuyo dominio

es D; = An B. Es importante destacar que solo es posible realizarlo para el caso en
que m = 3.

4.2. OPERACIONES CON CAMPOS ESCALARES

Sean
ffAC R">R/7TeEA»f(rH)ER Y g:BER">R/reEBH gr)eE R

dos campos escalares con dominio en R™, entonces pueden construirse los siguientes
campos escalares:
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e WM =F+9@® =f@+g@ SUMA O DIFERENCIA

e W@ =(f.9)F =f@.9() PRODUCTO

En estos casos se obtiene como resultado otro campo escalar h = h(r) cuyo dominio
esD, =AnNB.

o h(P) = (g) ) = % COCIENTE

El resultado que se obtiene al realizar esta operacion, también resulta ser un campo
escalar cuyo dominioes D, = (ANB)—-{re (AnB)/g(r) = 0}.

4.3. OPERACIONES CON CAMPOS VECTORIALES

Sean
ffACR"SR™ /TEA- f(NER™ v :BSR">R™ /TEB - g(T) ER™

dos campos vectoriales con dominio en R™ e imagen en R™, entonces pueden
construirse las siguientes funciones:

e WM =F+@® =F@® +3@ SUMA O DIFERENCIA

En estos casos se obtiene como resultado otro campo vectorial h = h(7) cuyo dominio
esDy; =ANB.

e W@ = -E =FF-3F) PRODUCTO ESCALAR

En este caso se obtiene como resultado un campo escalar h = h(r) cuyo dominio es el
conjunto D, = AN B.

e hM =A@ =fFAGHE) PRODUCTO VECTORIAL

Esta vez se obtiene como resultado un nuevo campo vectorial h = h(¥) cuyo dominio
es D; = An B. Es importante destacar que soélo es posible realizarlo para el caso en
que m = 3.

4.4. PRODUCTO DE UN CAMPO ESCALAR CON UN CAMPO VECTORIAL

Sean
ffAC R">R/TEA»f(MNER vy gGACSR">R™ /7€EAH g(Tr) €ER™
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un campo escalar y un campo vectorial, respectivamente, ambos con el mismo dominio
A contenido en R", entonces es posible realizar entre ellos la siguiente operacion que
da lugar a un nuevo campo vectorial:

o (™) =(f.9)@ =f(@).9() PRODUCTO

Nuevamente, el dominio del nuevo campo vectorial es la interseccion de los conjuntos
Ay B.

4.5. COMPOSICION DE FUNCIONES

Como ya hemos aprendido anteriormente, la composicién entre dos funciones sera
posible en la medida en que el conjunto imagen de la primera funcién que se aplica
esté contenido en el dominio de la segunda.

Existen varias alternativas para poder componer dos funciones de varias variables:
composicion entre una funcién vectorial y un campo escalar (Qque genera una funcion
escalar), composicion entre dos campos vectoriales (que genera un nuevo campo
vectorial), etc.

Ejemplo:

13) Supongamos que se tienen la funcién vectorial y el campo escalar siguientes:
fiR* 5 R3/t e R* & f(t) = (t; t%1In(t)) ER3y
gRE->R/(x;y;2) ER3 > g(x;y;2) =x>+y+z€ R

El conjunto imagen de f esta contenido en R3, con lo cual puede obtenerse una nueva
funcion h (composicién) haciendo: h(t) = (g © f)(t) = g[f(t)].

Su ley sera h(t) = 2t? + In(t) con dominio D, = R*.

}?:I(}O‘_?

43



M de calculo

Actividad 14. La temperatura en grados celsius de una placa bidimensional (esto
significa que su grosor es despreciable) viene dado por

To(x;y) = 2x? + 3y% + 15.

Por otro lado, para convertir una temperatura medida en grados celsius en su
equivalente en grados Farenheit, puede utilizarse la férmula:

9
TF(TC) = 32 ar gTC

Construir como composicion de dos funciones, una funcion que devuelva directamente
la temperatura en grados Farenheit colocadas las coordenadas del punto de la placa.

Actividad 15. Realizar el producto escalar y el producto vectorial entre los siguientes
campos vectoriales:

gxy) =@x+y;xy) Y h(xy) = (1—xy;0)

REVISION FINAL DE LA UNIDAD

1) En la figura, se muestra la gréafica de la funcion cuya ley es f(x;y) = |x? — y?| :

a) ¢ Qué tipo de funcion es?

b) ¢ Cuanto vale f(2;6)?

c) ¢ Cual es el conjunto imagen?

d) Estudiar las curvas de nivel
para:

i)k =0
i) k= —1
i) k = 2

2) Para cada una de las siguientes leyes, indicar:
a) el tipo de funcién que representa.
b) en qué espacios R? estan incluido su dominio de definicion y su conjunto imagen.

c) si la funcidon puede representarse graficamente, en qué espacio y qué ente
geomeétrico se obtiene.

d) si solo su conjunto imagen puede representarse graficamente, en qué espacio y qué
ente geométrico se obtiene.

a(x) =In(x —3) E(t) = (t+4;t>—3) c(x;y)=((x+y;x—y;2x + 3y)
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d(x;y;z) =xy+z e(x;y)=x—y f(x)=3"
g(a) = 4cos(a)i + 4sen(a)j + 3ak h(x;y) = In(xy) i(a;b) = (a;a + b)

1

o7y S€ pide:

3) Dada el campo escalar cuya ley es f(x;y) = /4 —x2 —y2 + In(x) +

Explicar cual de los siguientes conjuntos es la representacion de su dominio de
definicion, explicando la respuesta:

Opcion 1 Opciodn 2 Opcion 3

_______________

=2 —p}— 20

Opcion 4: Ninguna de las anteriores.

4) Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando todas
las respuestas.

a) La curva de nivel del CE de ley f(x;y) = (x — 2)? + (y — 3)? — 4 correspondiente al
nivel k = 5 es una circunferencia de radio de longitud 9 y centro en C(—2; —3).

b) La gréafica de la funcién vectorial de ley r(t) = (2+t;1—t) es una recta en el
espacio.

c) La funcién de ley f(x; y) = (x + v; 2x — y2) corresponde a la de un campo escalar.
d) La funcion escalar de ley f(x) =+x — 2 tiene el mismo dominio que la funcién
vectorial de ley 7(x) = (In(x — 2); 2x + 5).

5) Graficar el conjunto imagen de la funcién cuya ley es 7(t) = (2 —t%t—1)
considerando —2 < t < 3. Clasificar la curva en curva cerrada o arco de curva, y decidir
si es de Jordan.

6) Dada una funcién de laforma f:A€ R— R™ / t € A+ f(t) € R™, se pide:

a) Indicar qué nombre recibe este tipo de funcion.

b) Suponer m = 2. Indicar si este tipo de funcion se puede graficar. En caso de que no
se pueda graficar explicar qué es lo que se grafica en este tipo de funciones.
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c) Este tipo de funciones hace corresponder a un elemento del conjunto R otro
elemento del conjunto R™. ;Como se llama al tipo de funciones en el que la
correspondencia se da en sentido opuesto?

7) La altura en metros de un terreno varia segun la posicion (x; y) en la que una hormiga
se pose segun la ley: :

1
fey) =52

Supongamos que una hormiga se encuentra en el origen de coordenadas.

a) Justificar por qué la hormiga puede desplazarse libremente hacia cualquier punto,
sin caer en ningun agujero en el terreno.

b) Si la hormiga debe comenzar a moverse con la condicion de no modificar la altura
en la que se encuentra, mostrar que esto unicamente es posible haciéndolo en
trayectoria recta y decir de qué trayectoria se trata.

c) ¢, Con qué conceptos trabajados en el capitulo se relacionan los incisos a y b?

d) En cierto momento, la hormiga comienza a moverse de tal manera que se encuentra
a la altura del punto (0; 2) del plano xy.

i) ¢,a qué altura se encuentra?

i) si quiere moverse siempre manteniéndose a esa altura, ¢ por qué curva lo
debe hacer?

i) proponer la ley de una funcién vectorial cuya imagen sea la trayectoria del
iNCiso ii.

A continuacion, podés encontrar las soluciones de algunas de las actividades de
revision:

Ejercicio 1 Ejercicio 2 Ejercicio 3

(Sélo hasta 4.48)
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Actividad 1) a)D = |-oo; 2 b) D = |%; +oo]
op=[-2-] d) D = [0; +oo[
Actividad2)  a) b)

Actividad 3) a)D = ]—o; 2] b) D =1]0; 1] c)D = ]—o0; 2] U ]6; +oo[
Actividad 6) a)y b) arcos de curva c) curva cerrada
Actividad 7) a) y b) son arcos de curva de Jordan c) es curva de Jordan

Actividad 8) a) D = {(x; y) € R?/y # x} Todo el plano excepto la recta identidad

b) D = {(x; y) € R?/x > —2 Ax # —1} Puntos a la derecha de la recta x = —2 con x # —1

D ={(x;y)ER?/(x>0Ay>0)V(x <0Ay < 0)} Cuadrantes | y lll

d) D = {(x; ¥) € R?/y # x2} Todo el plano excepto la parabola matriz

e)D = {(x; y;z) € R3/x? + y? + z? < 4} Toda la esfera x? + y? + z? < 4 (centrada en (0; 0; 0))

fyD = {(x;y) € R?/x% + y? < 4 Ax # 0} Circulo x? + y? < 4 sin los puntos del eje y

g) D ={(x;y;2) € R¥/y >3 Ay # 4} Todos los puntos del espaciocony >3 ey # 4

h) D = {(x; y) € R?/x% + y? < 9} El circulo de centro en el origen y radio 3

ND={(a;b;c;d) ER*a=bAc+d+1}

Actividad 9) a) Un plano que tiene a 3 como abscisa, ordenada y cota al origen.
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Actividad 10)

Actividad 11)

Actividad 12)

Actividad 14)

Actividad 15)

b) Un paraboloide eliptico de eje de simetria z

c) La semiesfera de centro en el origen y radio 2 por encima del plano xy

d) La semiesfera de centro en el origen y radio 2 por debajo del plano xy

e) La hoja superior de un cono circular de eje de simetria z

f) La hoja superior de un hiperboloide de dos hojas con eje de simetria z

a) Son parabolas corrimientos verticales de la parabola matriz, para todo k # 0.

b) Son circunferencias de radio Vk sik > 0. Si k = 0, es el origen.

c) Para todo k # 0 se tratan de hipérbolas. Si k = 0 son dos rectas perpendiculares.

d) Es el haz de rectas que pasa por el punto (3; 3), excepto la recta vertical.

a)o b) 12 c)3 d)7 e)9 f)

Q
51

a) Paraboloides circulares con su copa abriendo hacia el sentido positivo del eje y

b) Son superficies esféricas de radio vk si k > 0. Si k = 0, es el origen.

c¢) Planos para todo valor de k.

d) Son superficies esféricas de radio Ve* — 1 si k > 0. Si k = 0, es el origen.
9 18 27

Te[Tc(x;y)] = 32 +§.(2x2 +3y% +15) = ?xz +?y2 +59

a)f(xy) =2x+y—yx?

b) F(x;y) = (xy?%; y; —2x%y — xy? — x)
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3. Limites y Continuidad

1. INTRODUCCION

Ya hemos visto que si se tiene una funcion escalar f: A € R — R, calcular el limite de
f cuando la variable independiente x tiende a un punto x, (punto de acumulacion del
conjunto A) significa determinar a qué valores se van acercando las imagenes de los x
alrededor de x,, cuando éstos se toman cada vez mas proximos a él. Esto se escribe:

lim f (x)

X—Xo

Como la variable independiente se puede mover en una sola trayectoria (la del eje x),
cuando hablamos del acercamiento, a lo sumo hemos hecho la diferencia del sentido
del mismo, por izquierda o por derecha, y lo hemos expresado:

lim f(x) limite lateral izquierdo

X—-Xg~

lim f(x) limite lateral derecho

x-x0T

Esto se da asi pues el dominio de la funcion es un conjunto contenido en R. También
las funciones vectoriales tienen dominio contenido en los reales, por lo que el limite se
definira de manera similar. Pero para el caso de los campos (escalares o vectoriales)
sucede algo distinto.
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Si, por ejemplo, tenemos un campo escalar de dos variables, podremos acercarnos a
un punto (xy; yo) por infinitos caminos, ya no solamente por dos.

En estos textos vamos a analizar qué sucede con los limites para los otros tipos de
funciones vistas, previamente definiendo el concepto de punto de acumulacion en el
conjunto R™.

2. ENTORNO, ENTORNO REDUCIDO y PUNTO DE ACUMULACION

Antes de recordar la definicién de limite de una funcion escalar, y estudiar la definicién
de los limites para los otros tipos de funciones, definiremos entorno y entorno reducido
en el conjunto R y en general en un espacio R™.

2.1. ENTORNO y ENTORNO REDUCIDO

Sear, € R" yunreal § > 0, definimos como entorno de centro 7, y radio § al conjunto
Elro; 6] = {r e R"/|r —7,| < &}
donde |r — 7| representa el mddulo del vector v — 7.

Esto significa que dado el punto 7y = (c;;¢3;...;¢,) Y €l numero positivo §, el entorno
E[ry; 8] es el conjunto de todos los r = (x3; x5;...; x,,) que verifican que:

\/(xl —c1)?+ (xy — )2+ +H(xp —c)? <6
Ejemplo:

1) En R? el entorno de centro (2;1) y radio 3 es el conjunto de todos los puntos (x;y)
del plano, tales que:

V=22 + (@ -1?2<3
O también: (x —2)2+ (y —1)2 <9

Es decir,
E[(Z1);3]={(xy) ER*/(x = 2)*+ (y —1D?* <9}

que se interpreta geométricamente como los
puntos del interior de la circunferencia de ,
ecuacion (x —2)2 + (y —1)2 =0: ] i }
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Actividad 1. Obtener las expresiones simbdlicas de los entornos de centro ry € R™ y
radio § > 0; e interpretar geométricamente si:

ayn=1 b)n =2 c)n=3

Sear, € R" yunreal § > 0, definimos como entorno reducido de centro 7, y radio & al
conjunto

E'[ro; 8] = {T € R*/0 < |F — Ty| < &}

donde |r — 7| representa el médulo del vector ¥ — 7.

Esto significa que dado el punto ry = (cy; ¢y;...;¢,) Y €l nUmero 6, el entorno reducido
E’[ry; 6] es el conjunto de todos los 7 = (xg; x5; ...; X,) que verifican que:

0<y/(q —c)2+ (X — )2 +...+ (X, — )2 < 8
Ejemplo:

2) En R, el entorno reducido de centro 4 y radio 6 es el conjunto de todos los puntos x
de la recta real, tales que:

0</(x—4)2<6
Otambién: 0 < |[x — 4| <6
Es decir,

E'(46)={xeR/0<|x—4|<6}={x eR/-2<x<10Ax # 4} =] — 2;4[U]4:10]

Actividad 2. Obtener las expresiones simbdlicas de los entornos reducidos de centro
o € R™ y radio § > 0; e interpretar geométricamente si:

ayn=1 byn=2 c)n=3

2.2. PUNTO DE ACUMULACION DE UN CONJUNTO

Sea ro, € R™ y un conjunto A € R", diremos que 7, es punto de acumulacion del
conjunto 4 siy solo si:

V6 >0: 3E[rg;8] /| E@e6)NA+D

Lo anterior significa que 7, sera punto de acumulacién de A si para cualquier entorno
reducido con centro en r, (V8 > 0) sucede que la interseccion entre dicho entorno y el
conjunto A es diferente al conjunto vacio; es decir necesariamente deben tener siempre
puntos en comun (sin contar al centro del entorno, pues es reducido).
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Ejemplos:

3) Sea el conjunto A = [2; 5[ que se muestra en la figura:

L ]
w QO

Por ejemplo, x =2 es punto de acumulacion de A. En efecto, cualquier entorno
reducido de centro 2 y radio § tiene puntos en comun con el conjunto A, como se
muestra en las siguientes figuras:

. Puntos en comun
Puntos en comun

6,

) 'a"
S A
2

)
v

O

&~ |

1

— 1 o
=]
w4

' O = o Q O
3 2 5

w 4
EN

En cambio, x = 1 no es punto de acumulacion de A porque si bien existe algun entorno
reducido alrededor de 1 con puntos en comun con A (por ejemplo, si § = 2), esto no
ocurre para todo entorno (por ejemplo, si § = %):

Puntos en comtn

}

-0 : O 4 O : Oo— 1 —O0—0—0—# : : O—
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Cualquier 2 < x < 5 también es punto de acumulacién de A. ;y qué sucede con x = 57?

4) Sea el conjunto 4 = {(x;y) € R?/1 < x < 3}, cuya gréafica se muestra:

5

%)

@

El origen de coordenadas no es punto de acumulacion de A ni cualquier punto sobre el
eje y. En cambio, cualquier punto sobre la recta x =1 es efectivamente punto de
acumulacion del conjunto 4, etc.
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Actividad 3. Determinar cuales son los puntos de acumulacion de los siguientes
conjuntos:

a)N dD={xeR/-1<x<3Vvx=5}
b) R e)E={(x;y) ER?/0<x<1V1<x<3}
c)C={x€eR/x>3} HF={(x;y) ER?/0<x<1IA0<y<1Ay#x}

3. LIMITE

A continuacioén, realizaremos la definicién de limite para cualquier tipo de funcién, y
luego adaptaremos a la misma para cada caso de funcion vista.

Sea una funcién f: A € R* - R™ y 7, un punto de acumulacién del conjunto 4, diremos
que:

Imf(M) =L © Ve>0:36 =6(e) /Vr € [E'(Fy; 6) NA] = f(T) € E(L; €)

r-To

3.1. LIMITE DE UNA FUNCION ESCALAR

Sea una funcién escalar f:A S R —> Ry x, un punto de acumulacién de A, diremos
que:

Imf(x)=L & Ve>0: 36 =43(e)/Vx € [E'(xy;0) NA] = f(x) €EE(L;¢)

X=X
No ahondaremos en la definicion de limite de una funcién escalar, ya que es una
definicidon que se ha estudiado en Analisis Matematico |. Sin embargo, vamos a recordar
que, para este tipo de funciones, también definiamos los llamados limites laterales y la
consecuente propiedad:

ll')rcn_f(x) # lim f(x) = ﬂxll’r}} f(x)

X—Xg

La cual indica que, si los limites laterales existen, pero son diferentes entre si, entonces
podemos afirmar que no existe el limite ordinario.

Por otro lado, vamos a sefialar que una caracteristica importante en las funciones
escalares es que la tnica manera de acercar los x a x, es a través de una trayectoria
recta, de hecho, la del eje x.

Ejemplos:

5) El limite lz’nglxi' no existe pues los laterales existen y son diferentes entre si.
xX—

1

(x—3)2
medida que x — 3.

6) El limite lz’rrsz no existe pues la funcién toma valores cada vez mayores (+) a
X—
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7) El limite lz’rrgm;ﬁ existe y vale 1 a pesar de que la funcion no esté definidaen x = 0
X—

(seno cardinal).

3x—6
x2-3x+2

8) El limite lz’1121 existe y vale 3 aplicando los procedimientos necesarios para
X—

. . ., 0
salvar la indeterminacion o

Actividad 4. Calcular analiticamente los siguientes limites:

,  2x%-18 . sen(x-m . 1
a) lim = b) lim 22X c) lim [x. cos (—)]
x—3 X“—5x+6 x-m 3x—-3T x—0 X
. [sen(x-2) & x?-4 ,  tg(x—1 . A[x—205
d) llm[ C=) ] e) lim & f) lim
xX—2 2x—4 2—x x—1 x-1 x—2 X—2

3.2. LIMITE DE UNA FUNCION VECTORIAL

Sea una funcién vectorial : A € R - R™ y t, un punto de acumulacién de A, diremos
que:

Imr(t) =L & Ve>0: 38 =358()/Vt € [E (ty;6) NA] = 7(t) € E(L; )

t—)to

Como el dominio de una funcion vectorial es un subconjunto de los reales, al igual que
con las funciones escalares, al acercarnos al valor t, solamente lo podemos hacer por
una unica trayectoria (en todo caso quizas, por dos sentidos diferentes). Con lo cual,
no habra diferencias grandes con los calculos de los limites vistos hasta el momento.
Sin embargo, como el limite tiene la forma de los elementos del conjunto de llegada de
la funcién, al ser una funcion vectorial, éstos no seran nimeros reales sino vectores
(puntos).

3.2.1. Relacioén entre el limite de una funcion vectorial y los de sus componentes

Supongamos que se quiere calcular el siguiente limite:

limr(t) = lm(ry(£);72(6); .5 T (1))

t—)to
Las funciones componentes de la funcién vectorial r(t) son funciones escalares:

r1(t), rp(t), ..., 1 (t)

Para que exista el limite limr(t) basta con que existan los limites:
t—)to

tlirgrl(t) = L4, !Lr{(l)rz(t) = Lo, ..., f’l}},rm(t) =L,
y vale tll'r{n_‘(t) = (Ly;Ly;5..05Ly).
—lo

Ejemplos:
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2_4—
sen(t 2)J+t 4k].

9) Se quiere calcular el limite lzm[(Zt + 1)i + - —

Para asegurar que este limite existe, basta asegurar que existen los siguientes limites

de funciones escalares:

- 2_
Iim(2t + 1), i Gu N lim =2
t—2 t—-2 2t—-4 t-2 2-t

Verifique que existen y valen 5, % y —4, respectivamente.

DT = (555 -4)

Luego, lzm[(Zt +1)i+ ) 27—t

10) El limite ltz’rroz(z +t; %) no existe pues no existe %mol%

Actividad 5. Calcular analiticamente los siguientes limites:

, 5 = L T sen(2t)
a) tl_l)r_ng(§1+ etj+in(t+4)k) b) lim lt—>0( ;t+1; —)
_ _ sen(t) = _ 1
&) 1imF (©) si F(t) = { i+ (t=2)j+ k t#0
il (1,-2;1) t=0

3.2.2. Interpretacion geométrica

La misma puede hacerse para el caso en que el conjunto imagen pueda graficarse, es

decir, m = 2 (curva en el plano) o m = 3 (curva en el espacio). Analicemos como se

interpreta geométricamente el limite mediante el siguiente ejemplo:
Ejemplo:
11) El limite lim[(t — 1)i + (2t — 2)j] vale L = (1;2).

/ €. 'Y esto sucedera sin importar el ¢ elegido.

2:\ b 235 *  Notemos que decir que el limitees L = (1;2) es
/{/ \ equivalente a decir que, establecido cualquier
5 entorno de centro L = (1;2) y radio ¢ en el

/ conjunto de llegada, éste determina un radio &

con el cual formar un entorno reducido sobre el
eje t de centro t, = 2 y radio §. La cuestion es
que tomando cualquier t en el dominio de la
/ i funcion y en este ultimo entorno, sus imagenes

i/ x estaran en el entorno centro L = (1;2) y radio
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La interpretacion geométrica para una funcién vectorial cuyo conjunto imagen esté

contenido en R3 es andloga, pero considerando una curva en el espacio, y un entorno
que tendra forma de los puntos interiores de una superficie esférica.

3.2.3. Algebra de limites de funciones vectoriales

Sabiendo que tlz’rzz]_f(t) =Fy tll’rpy(t) = G, y que ambas funciones tienen su conjunto
—lo —lo
imagen incluido en R™ entonces:
o Im[f()+gO]=F+G
—to
o lim[k.f(t)] =k.F
t—>t0 _ _
o lm[f(t)- g(O]=F-G
—lo

o tll?{l [f(t) Ag(t)] = F AG solamente para el caso en que m = 3.
—lo

3.3. LIMITE DE UN CAMPO ESCALAR

Sea un campo escalar f: A € R" - Ry r, un punto de acumulacion de A, diremos que:

Imf(r)=L © Ve>0: 36 =8(e)/Vr€[E'(ry;0) NA]l = f(r) € E(L; €)

r—To
A diferencia de los dos tipos de funciones anteriores, al estar el dominio contenido en
el espacio R™ (y no en R) las vias para acercarse a 7, seran infinitas, y en particular
estudiaremos aquellos campos cuyo dominio esté en R?. Este tipo de limite se llama
limite doble.

3.3.1. Limite doble

Adaptaremos la definicion anterior al caso particular en que los campos escalares
tengan su dominio contenido en el plano, debido principalmente a la ventaja de poder
interpretarlo de manera geométrica.

Sea un campo escalar f: A € R? - Ry (x,; y) un punto de acumulacion de A, diremos
que:

Im f(x;y)=L ©Ve>0: 36§=48(¢)/
(x;3)=(%0;¥0)

V() EAND < (x —x0)2+ (¥ —¥0)2 <8 = |f(x;y) — LI <&

Interpretacion geométrica

Lo anterior, puede entenderse de la siguiente manera: Elegido un real positivo ¢,
formamos un entorno de centro L y radio €, contenido en los reales (eje z). Este valor
g, define un entorno reducido de centro (x,; y,) y radio § contenido ahora en el dominio
de la funcion (sobre el plano xy)
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Asegurar que existe el limite propuesto es equivalente a asegurar que si se toma un
r = (x;y) cualquiera entorno del plano xy (pero que ademas esté en el dominio) sus
imagenes caeran en el entorno que esta sobre el eje z, y lo interesante es que esto
ocurrira siempre, independientemente del valor de ¢ que se elija, es decir, por mas
pequeno que el mismo pueda ser. Es importante sefalar ademas cémo § depende del
valor arbitrario ¢ elegido para construir el entorno del plano.

No existencia del limite doble

Silos f(x;y) tienden a L, cuando (x;y) — (xy; yo) a lo largo de una trayectoria T; y los
f(x;y) tienden a L, cuando (x;y) = (xq; yo) a lo largo de una trayectoria T,, y ademas

L, # L,, entonces:

no existe el limite lm  f(x;y)
(6y)—(x0;Y0)

Ejemplo:

2_.2
12) Ellimite  lim  22=2 no existe.
(x:)~(0;0) X*+y?

Supongamos acercarnos al punto (0; 0) por la direccion del eje x, es decir por la recta
2x2_y2

e, asume la forma

del plano de ecuacion y = 0. El campo escalar f(x;y) =

x2

f(x;0)=—=—=2,six#0.

2

xZ

Con lo cual lim f(x;y) deberia ser L,_, = lim2 = 2, si nos acercamos por la
(x;¥)—-(0;0) x—0

direccion de x.

Si ahora en cambio, lo hacemos por la direccién del eje y, obtendremos:
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. — __yZ [ H - . i = [ — = —
f(0;y) 32 1siy # 0. Luego, (x;yl)z_r)r(lo;o)f(x, y) deberias ser L,_, f,’ffé 1 1.

Como acercandonos por dos trayectorias distintas obtenemos valores distintos del
, 2x2_y2

limi r la propi nterior concluim i .
te, por la propiedad anterior concluimos que (x;yl)zﬁ(o:o) Tty

Graficamente, puede observarse esta situacion:

Procedimiento para el calculo analitico de un limite doble

Ejemplo:

x*(y-1

)
21y Y dueremos

13) Supongamos que tenemos el campo escalar de ley f(x;y) =
calcular el limite del campo cuando (x;y) — (0;1).

e En primer lugar, siempre probaremos si al reemplazar directamente por el punto
al cual se tiende, se obtiene algun resultado que nos sirva.

, x*.(y-1)

: l) 1) 217 rxE % No nos sirve (indeterminacion)
x;¥)=>(0; -

e Luego, nos fijamos si podemos resolver el limite aplicando alguna estrategia
matematica: llevandolo a algun limite conocido, salvando la indeterminacion, etc.

En este caso, no podemos hacerlo.

e Comenzaremos calculando los limites por distintas trayectorias. Recordemos
que fodas estas trayectorias deben pasar por el punto al cual tiende (x;y). En
primer lugar, comenzamos con las mas sencillas que corresponden a rectas
paralelas a los ejes coordenados que pasan por el punto. En este caso seran:
x=0ey=1.

Recomendacion:
visualizar desde
el minuto 16.05
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Si los limites obtenidos, son distintos, entonces podemos decir que el limite que
estamos buscando no existe y se concluye la busqueda. El problema surge si
los limites no son distintos; o si uno existe y el otro no. En tal caso, debemos
continuar con el analisis.

Caminox=0:f(0;y)=m=0,y¢1 Lx=0:3lll,l’)q0:0
Caminoy = 1: f(;1) == = 0, x # 0 Ly=o = im0 = 0

En este caso, se obtiene el mismo valor, asi que tenemos que proceder con
alguna otra curva que pase por el punto en cuestion.

e Comencemos con alguna recta (no paralela a algun eje) que pase por el punto
en cuestion, por ejemplo: y = x + 1.

y

x*.(x+1-1) x5 x? ., x?
= = y Ly—x41 = lim =0
2(x+1-1)3+x6  2x3+x6  2+4x3 x—0 2+x3

Caminoy=x+1: f(x;x+1) =

Nuevamente, se obtiene 0. Si hubiéramos obtenido un resultado distinto al de los
calculados en el punto anterior, podriamos decir que el limite no existe. Pero como
no fue el caso, no es posible asegurar nada.

Si probamos por cualquier recta que pase por (0;1): y =mx + 1
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X
2 4 0 \\\2 3
-1

5

4 2 2
x*.(mx+1-1) mx mx , mx

= = XF0 Ly—mxsr = lim =0
2(mx+1-1)3+x6  2m3x3+x6  2m3+x3’ y=mx+1 = U0 2m3+x3

fx;mx+1) =
Vemos que, por todos estos caminos, también dara 0.

e Probemos ahora con alguna otra curva que contenga al punto, por ejemplo, la
parabola de ecuacion y = x% + 1:

4 2 6
x*.(x“+1-1) x 1 , 1 1
= =-x+0 L,_,2.,=Ilim=-=-
2(x2+1-1)34+x6  2x6+x6 3’ y=x+1 3

fl;x?>+1) =

e En el paso anterior, encontramos un valor de limite distinto al encontrado por
otros caminos, y solo con eso podemos concluir entonces que:

I x* (y—1)
(x;y)lf(lo;l) 2(y — 1)3 + x°

Nota: Si tras probar varios caminos, resulta que todos ellos arrojan el mismo valor L,
es muy probable entonces que el limite valga L y la unica forma de probarlo es recurrir
a la definicion. Ademas, a excepcion del punto al que se acerca, es necesario que al
menos parte de la trayectoria que usamos para acercarnos, esté incluida en el dominio
del campo.
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Actividad 6. Calcular analiticamente los siguientes limites:

2

x.y 2 1
a) ?—J(Tn Y b) Q_T)%lx (y+1). sen(xy)
, 3x2+3y? , x2—y?

©) sy .0y semGzaE 2y D o0y 7y
e) lim f) lim =

(y)=(1;1) X-¥ 70 X1V

, Y2 , —3xy

lim =2 h lim
9) 70 X3+y3 ) ()~ (0;0) 5x2+2y?

Actividad 7. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
justificando todas las respuestas:

a) Podria existir el limite doble, y sin embargo no existir los que se obtienen al acercarse
por las direcciones de los ejes x e y.

b) Si los limites que se obtienen al acercarse por las direcciones de los ejes x e y son
distintos, entonces puede asegurarse que no existe el limite doble.

c) Si los limites que se obtienen al acercarse por las direcciones de los ejes x e y son
iguales, entonces puede asegurarse que existe el limite doble.

d) Si el limite de un campo al acercarse por la direccién del eje x existe, pero por la
direccion del eje y no, entonces puede asegurarse que no existe el limite doble.

e) Para calcular el limite doble de un campo f cuando (x;y) — (0; 1) por la trayectoria
de rectas, se hace:

limf (x; mx)
x—0

f) El valor del limite que se obtiene para las trayectorias x = y? +1 e y = 472 del
campo de ley f(x;y) = xy? — 4x + 1 cuando (x;y) — (2; 1) es el mismo.

g) Para el campo escalar de ecuacion f(x;y) = % puede calcularse el limite cuando
(x; y) = (0; 0) por cualquier recta del plano que contenga al origen.

3.3.2. Algebra de limites de campos escalares

Sabiendo que limf(r) = F y limg(r) = G, y que ambas funciones tienen su dominio
T T

incluido en R" entonces:
o Im[f(r)+g(M]=F+G
Ld 1)
e Im[f(r).g(r)]=F.G
Ld 1)

. lfm@=§ SiG#0

77 9()
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3.4. LIMITE DE UN CAMPO VECTORIAL

Sea el campo vectorial f: A € R™ - R™y T, un punto de acumulacién de 4, diremos
que:

F@;‘f(?) =L © Ve>0: 35=05()/Vr € [E'(ry;8) NA] = f(r) € E(L; ¢)

3.4.1. Relacion entre el limite de un campo vectorial v el de sus componentes

Seaf:ACR" > R™/FeAr f(T) = (fi(D); L(T);...; fn()) € R™ un campo vectorial
y 7, un punto de acumulacién de 4, diremos que el limite de f cuando 7 tiende a 7, vale
L si y solo si existen cada uno de los siguientes limites de campos escalares:

Im f;(7) = Ly, Im fo(r) = Lp, ...y Um (1) = Ly
r-Tg =79 r-7o

Y ental caso serd L = (Ly; Ly;...; Ly).
Ejemplo:
14) Considerando el campo vectorial cuya ley es

fy) = (x— 2y + 3; 2000, 2005

2xy | x%+y?

el limite cuando (x;y) — (0; 0) no existe.

En efecto:

e Sin complicaciones mayores, se puede determinar que el : l)z'rr(to 0)(x —2y+3)
x;¥)—>(0;

existe y vale 3.

e Ellimite lim 3
@y)~(00) 2xY

para salvar la indeterminacion.

existe y vale % utilizando la propiedad del seno cardinal

2
no existe.

e Pero en el ejemplo 12, hemos justificado por qué el - yl)zﬁ(0 0) X472

Al no existir el limite para una de las componentes, entonces no existe el limite buscado.

Actividad 8. Determinar si existen los siguientes limites:

s 2x—-y 3x+5y C Xy —
<) (x;yl)llr(lo;O)( Vi (x+1)2 ' 2xm 3y) b) @ y)’_T)’(ll 1)(x2 x+y?%)
2 7y — 1
c) - yHl 5 (2 + sen(xy); x +y?) d) - yHO 0)(6x + 7y? x+y
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3.4.2. Algebra de limites de campos vectoriales

Sabiendo que Iimf(¥) = F y limg(7) = G:
T-To ad )

« Im[f@) gMI=F G
o lim fFAOAGO]I=FAG

Si fueran posible de realizar estas ultimas dos operaciones.

4. CONTINUIDAD

Sea f:A € R"® » R™ una funcion de varias variables, diremos que f resulta continua
en r,, punto de acumulacion de A4, siy solo si:
3 f(o) A 3 Uimf() A f (o) = lim f (7)
T, r=To
e Hemos definido continuidad en 7, si éste es punto de acumulacién del dominio
A. También es posible definir el concepto de continuidad para otro tipo de puntos

llamados puntos aislados, pero ese trabajo escapa de los objetivos de estos
textos.

e La definicidn es equivalente a pedir directamente la tercera condicion, es decir:
una funcién f es continua en ro siy solo si f(ry) = lim f (7).
T

e Sidos funciones son continuas en un punto que se halla en el dominio de ambas,
es posible estudiar la continuidad de la funcién resultado de operar entre ellas
dos en dicho punto.

A continuacion, se desarrollaran ejemplos para cada uno de los tipos de funciones
vistas:

Ejemplos:
sen(2x)
15) ¢ Cuanto debe valer Q en la ley de la funcién escalar f(x) ={ 3
9} X =

x#+0

para que la misma resulte continua en x = 0?

En primer lugar, notemos que f esta definida en x = 0 y vale f(0) = .

Para obtener el limite de f cuando x — 0, haremos:
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it sen(2x) = 2.sen(2x) _ it 2 sen(2x) _ i 2 lim sen(Zx) 8 1= 8
xlf(% §x _xll% 3 2 _xllr(%g 2x xn(%g x— 2x 3 3
4 4 4 4
Como £(0) debe ser igual al lLim Se’;fx), entonces resulta 2 = g.
xX— s

sen(

En la figura se muestra la grafica de la funcién de ley y = y cémo la posicién de

s

0 en - Ia haria continua en x = 0.

16) ¢Resulta f(t) = g (t —3)j continuaent = 1?

Daremos respuesta negativa a la pregunta, ya que si bien existe el limite de f cuando
. 2t%-2t o, — s Tt AN — (e D
3) = (ilff — ’tlfft 3) = (élflm’ ltl_Y)rllt 3) =(2;—-2); no

existe la imagen de t = 1 por ]_’

t tiende a 1: ltlTrll 2t

xy?

17) El campo escalar de ecuacion f(x;y) = {x*+y* no es continuo en (0; 0)

0 r=

=
H
ol ol

Por un lado, existe f(0;0) y vale 0, de acuerdo con la ley por partes. Si analizamos el
limite del campo cuando r — (0; 0) siguiendo la trayectoria de parabolas con vértice en
el origen de la forma x = ay?, obtenemos que el limite no existe al depender del valor
a de la parabola:

24,2 4
2 ay“y ay a . a
a . = = = con * O L = llm =
f( y ry) (ay?)2+y*  aZy*+y*  a?+1 y x=ay? y—0 a?+1  a%+1

4.1. CONTINUIDAD EN UN CONJUNTO

Sea f: 4 € R" -» R™ una funcién de varias variables, diremos f resulta continua en el
conjunto B C 4 siy sdlo si f es continua en cada punto 7, € B.
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Ejemplo:

18) ¢ En qué conjunto del plano el campo escalar de ley f(x;y) = % es continuo?

Siempre que a # b, se verifica que:

Existen la imagen f(a; b) = % y el limite ( l)m(l b)% = % y ademas son iguales.
- x%;y)-(a;b) X= -

Por lo que el campo resulta continuo en el conjunto {(x;y) € R?/x # y}

4.2. DISCONTINUIDAD Y SU CLASIFICACION

Sea f:A € R"® » R™ una funcién no continua en un 7, € R", diremos que f presenta
una discontinuidad evitable en r, si existe el lim f (7).

=T

De lo contrario, la discontinuidad es inevitable.

Ejemplos:

19) La funcidn escalar de ley f(x) = %(x) tiene en x = 0 una discontinuidad evitable.

Pues si bien no existe la imagen de x = 0, existe el limite lz’rrése’;& =1.

x—
(t+4;t+3;¢) vVt<4 resenta una
(16 — 2t; 3t — 5;2) ve>4P
discontinuidad inevitable en t = 4. ;Por qué?

20) La funcién vectorial de ley f(t) = {

Porque la imagen de ¢t = 4 es f(4) = (8;7;4) y el limite no existe al ser distintos los
laterales.

Actividad 9. Estudiar la continuidad del campo escalar de ley z(x; y) = xyTy en el punto

r=(0,0).

Zi'x—y;x+2y) en el

Actividad 10. Analizar la continuidad del campo F(x;y) = (x2+y2,

punto r = (0; 0)

Actividad 11. Dada la funcion vectorial cuya ley es:

t? —t sen(t
t+4;,——; ()>

f) = < t t
(a—La—6;a—4) t=0

t+0

¢ Existe algun valor de « tal que la funcion sea continua en t = 0? Justificar la
respuesta.
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_ (sen(St). t ) t£0
Actividad 12. Sea la funcién vectorial cuya ley es f(t) = {_ 2t eP-3t .
f(0) t=0

Determinar cuanto debe valer £(0) para que la funcién sea continua en t = 0. Justificar
la respuesta.

Actividad 13. Sea la funcion vectorial cuya ley es:

sen(t —m) P —mt
f() = ( T—t t—n)
(-1, -1;m t=m

Determinar si la misma es continua en t = . Justificar la respuesta.

Actividad 14. Estudiar la continuidad del campo z = ) en el punto (0; 0).

x+y

REVISION FINAL DE LA UNIDAD

4xy—ax,
xy2—x"

1) La siguiente es la grafica del campo escalar de ley f(x;y) =

/ﬁw s Ty
xwﬁaﬁ‘w

.

a) ¢,Cuadl es su dominio de definiciéon?
b) El limite para f cuando (x;y) — (0; 1) existe y vale 2.
i) Probar lo anterior con un calculo analitico (no por definicion).
ii) En la siguiente figura, se considera un acercamiento a (0; 1) por una recta que

contiene a tal punto, y puede observarse que las imagenes de esa region tienden
a?2.

Indicar como se llama este tipo de limite y probarlo para cualquier recta que pase
por (0;1).
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t?+at
t

2) Sea la funcion vectorial de ley f(t) = ( )f+ (a —1+t)j, se pide:

a) Determinar si existe un valor de a que hace que el siguiente limite:
limf (t)
valga lo mismo que la imagen de t = 3 por la funcién de ley g(t) = (2%; 2t + 1).
b) Para el valor obtenido en el punto anterior, estudiar la continuidad de f en t = 0.

3) Tres esquiadores parten de tres puntos distintos sobre una montafa que sigue la
forma de la superficie de ecuacion:

xy3 + 8. (x% + y?)
4x2 + 4y2

fGey) =

Toman distintos caminos con el objetivo de llegar al mismo punto (0; 0; h). Cada uno
de estos caminos sobre la superficie estan guiados por sus proyecciones sobre el
plano xy como se muestran en la figura, las cuales son:

a) el eje x
b) larecta 2y = x
c) la parabola x = y?

Probar utilizando limites de un campo escalar, que todos culminan en la misma
posicion (0; 0; h).

4) En el momento en el que se abre un grifo, comienza a salir agua a través de una
tuberia. Si el tiempo t se mide en segundos, el agua deberia tardar exactamente dos
segundos en recorrer la tuberia completa, atravesando las posiciones en el espacio
dadas por:

2

= 2_.
2t—2'l+t .]+(4+_1+t

T(t) = ). k

Sin embargo, hay una filtracién que provoca que el agua se escape.
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a) Una vez abierto el grifo, determinar cuanto tiempo pasa para que la tuberia
comience a gotear.

b) Encontrar el punto en el cual deberia repararse la tuberia para que el agua fluya sin
goteos.

5) Se construye una rampa, cuya forma esta dada por la superficie de ecuacion:

X+ y -2y +xPy+xy? —2xy+x+y
- x2+y2-2y+1

zZ

La misma, posee una filtracion en el punto (0; 1). Redefinir z para que la rampa no
posea filtraciones. Relacionar este problema con la continuidad del campo dado en su
dominio.

x tZ—4t+3

YT = (2

6) Dadas las funciones cuyas leyes son f(x; y) = ; 1 — 2t), se pide:

x—%y2
a) Calcular el limite de f cuando (x;y) — (0; 0) por las siguientes trayectorias:
i) el eje x ii) la parabola de ecuacion x = y?

b) ¢ puede concluirse a partir de los resultados anteriores la existencia o no existencia
del limite buscado? Justificar.

c) Estudiar la continuidad de la funcién r en t = 3. (si la funcién es discontinua en tal
punto, hay que clasificar la discontinuidad)

A continuacioén, podés encontrar algunas las soluciones de las actividades de revision:

Ejercicio 1 Ejercicio 2
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Actividad 1) a) E(xy; 8) =]xg — ;%0 + 8]
Intervalo abierto de extremos x, — 8§ y Xg + &

b) E[(x0; ¥0); 61 = {(x;¥) € R?/(x = x0)* + (¥ — ¥0)* < 6%}
Interior de la circunferencia de centro (x,; y,) y radio de longitud &

¢) E[(x0; Y05 20); 8] = {(x; ¥ 2) € R/ (x — x0)* + (¥ = ¥0)? + (2 — 20)* < §%}
Interior de la superficie esférica de centro (xo; yo; 2,) Y radio de longitud &

Actividad 2) Idem anterior, sin el centro.
Actividad 3) a)o b) R c) [3; +oo] d) [-1;3]

e){(;y) ER/0<x<3} fH{(xy)€ER?/0O<x<1A0<y<1}

Actividad4)  a)12 b2 €)0 d-2 o)1 N2

Actividad 5)  a) # b) (2;1; 1) ) (1;-2;1)

Actividad 6) a); b) 0 c)2 d)o e)d f) 4 g) 4 h) #
Actividad 8) a)d b) 4 c)(2;1) d) 4

Actividad 9) Discontinuidad inevitable.

Actividad 10) Discontinuidad inevitable.
Actividad 11) a=>5
Actividad 12)  7(0) = (g - %)

Actividad 13) Continuaent =1

Actividad 14) Discontinuidad evitable.
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4. Derivadas

1. INTRODUCCION

Anteriormente, hemos estudiado la definicion de derivada de una funcion escalar en un
punto de su dominio: si x, es punto interior del dominio de una funcién f: A € R - R,
entonces se llama derivada de f en x, al siguiente limite en el caso en que exista:

lim LX) 5 iy
X—X X—=Xo h-0

f(xo+h)—f(x0)

En cualquiera de los dos casos, se trata de encontrar el siguiente valor: si a partir del
punto (x,; f (xy)) Nnos movemos sobre la curva de f hasta el punto (xy + h; f(xo + h)) Yy
calculamos el cociente incremental Af/Ax que estos dos puntos generan, interesa saber
qué sucede con tal cociente a medida que acercamos el segundo punto hacia el
primero (h — 0).

Lo importante, por el momento es destacar que cuando incrementamos desde x, hasta
Xo + h solamente tenemos una direccién posible para hacerlo, con dos sentidos (por
izquierda o por derecha). Nuevamente, esto se da asi pues el dominio de una funcion
escalar es un conjunto contenido en R. También las funciones vectoriales tienen
dominio contenido en los reales, por lo que derivada se definira de manera similar. Pero
para los campos (escalares o vectoriales), al ser el dominio un subconjunto de R",
tendremos infinitas direcciones para “mover” la variable independiente.
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En estos textos vamos a analizar qué sucede con la derivada para todos los tipos de
funciones vistas, previamente definiendo el concepto de punto interior de un punto del
conjunto R™.

2. PUNTO INTERIOR DE UN CONJUNTO

Sear, € A C R", diremos que 7, es punto interior del conjunto A si y solo si:

38 >0/ E[ry;6] c A
Lo anterior significa que 7, sera punto interior de A si existe al menos un entorno con
centro en r, y radio § de manera que el mismo quede incluido en el conjunto A. Es

importante destacar que, a diferencia de los puntos de acumulacion, es estrictamente
necesario que el punto pertenezca al conjunto para ser punto interior del mismo.

Si en un conjunto todos sus puntos son interiores, entonces se dice que es abierto.
Ejemplos:

3) que se muestra en la figura:

v O

._
[§%]
W 4
s

Por ejemplo, x = 3 es punto interior de A. En efecto, existe al menos un entorno de
centro 3 y radio 6§ (como se muestra en la figura) que queda contenido en el conjunto:

En cambio, a pesar de pertenecer al conjunto, x = 2 no es punto interior de A porque
no es posible establecer siquiera un entorno de centro 2 que quede contenido en A (los
puntos a la izquierda de 2 quedan siempre fuera del conjunto A).

w O

x =5 tampoco es punto interior de A pues directamente ni siquiera pertenece al
conjunto A. Son puntos interiores de A todos los 2 < x < 5. Lo anotaremos 4; =]2; 5]

2) Sea el conjunto 4 = {(x;y) € R?/1 < x < 3}, cuya gréafica se muestra:
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El origen de coordenadas no es punto interior de A ni cualquier punto sobre las rectas
de ecuaciones x = 1 0 x = 3. En cambio, son puntos interiores de A todos los puntos
del plano tales que 1 < x < 3.

Es decir, 4; = {(x;y) € R?/1 < x < 3}.

Actividad 1. Determinar cuales son los puntos interiores de los siguientes conjuntos:

a)N dD={xeR/-1<x<3VvVx=5}

b) R e)E={(x;y) ER?/0<x<1V1<x<3}

c)C ={x €R/x >3} F={(x;y) ER?/0<x<1IAN0<y<1Ay+#x}
3. DERIVADA

A continuacién, realizaremos la definicion de derivada para cualquier tipo de funcién, y
luego adaptaremos a la misma para cada caso de funcion vista.

Sea una funcién f: 4 € R* - R™, 7, un punto interior del conjunto 4, y @ € R™ un vector
unitario (versor), diremos que f es derivable en 7, si y solo si existe la expresion
D4f (7o) que calcularemos:

Daf (7o) = %ﬁw con h € R — {0}

y en tal caso se llamara derivada direccional de f calculada en 7, en direccion y sentido
del versor a.

Para los casos de las funciones escalares y las funciones vectoriales, sucede que al
tener el dominio contenido en el conjunto de los reales, desde un punto x, (0 t,)
podremos encontrar al valor x, + h (0 t, + h) avanzando en una unica direccion: la del
eje x (o t) y es por esto que carece de sentido especificar una direccion y sentido en
estos dos casos, y hablar de una derivada direccional.
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Estudiaremos entonces, como se adapta la definicién de derivada dada para cualquier
tipo de funcién a cada una de las funciones particulares que venimos estudiando.

3.1. DERIVADA DE UNA FUNCION ESCALAR

Dada una funcion escalar f: A € R - R, x, un punto interior del conjunto A4, diremos
que f es derivable en x, si y solo si existe el nuUmero f(x,) que calcularemos:

f(xy) = 2’"5@ con h € R — {0}
y en tal caso se llamara derivada de f calculada en x,.

Ya hemos estudiado en Calculo que las derivadas se calculan puntualmente en un valor
del dominio de f (como lo indica la definicion), y que luego se puede extender el
concepto de funcién derivable en un intervalo abierto A; € A. Este conjunto A, es el
dominio de una nueva funcion que se puede definir a partir de f, que se conoce como
funcién derivada y se indica f . Repitiendo este procedimiento, obtenemos las que se
conocen como derivadas sucesivas: f', f, f), etc.

Para facilitar el calculo de una derivada, podemos acudir a lo que se conoce como tabla
de derivadas, y estudiamos también el algebra de derivadas de funciones escalares
(derivada de la suma, del producto, del cociente, del logaritmo, de funciones
compuestas, etc.)

También estudiamos cémo se interpreta el valor f(x,): es la pendiente de la recta
tangente a la grafica de f en el punto (x,; f(x,)). A partir de esto, podiamos deducir la
ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcién en un punto:

8tg) ¥ = f(x0)- (x = x0) + f (o)

Recordemos también que estudiamos la relacion que existia entre la derivada de una
funcién en un punto y la continuidad de la misma en él:

f derivable en x, = f continua en x,

Y por ultimo, hemos visto los tres casos en que una funcion no resultaba derivable en
un punto:

e f discontinua en x,
e La grafica de f tiene un punto anguloso (o cuspidal) en (xq; f(x0))
e La grafica de f tiene recta tangente vertical en (x,; f(xy))
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Actividad 2. Hallar la ley de las derivadas de las siguientes funciones escalares:

a) f(x) = x3.sen(x) b) g(x) = /In(x — 2)
c) h(x) = ;E;‘) d) f(x) = sen(vx3.2%)

Actividad 3. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = In(x) en
el punto (1; f(1)). Graficar.

3.2. DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL

Dada una funcion vectorial 7: A € R - R™ | t, un punto interior del conjunto A, diremos
que r es derivable en ¢, si y solo si existe el vector r (t,) que calcularemos:

T(to+h)—7(to)

r'(ty) = ,ll’_T)% con h € R — {0}

y en tal caso se llamara derivada de r calculada en t,.

Al igual que sucede con el célculo de limites, para el célculo de la derivada de una
funcién vectorial no habra diferencias grandes con los calculos de las derivadas vistas
para las funciones escalares. Sin embargo, como la derivada tiene la forma de los
elementos del conjunto de llegada de la funcion, al ser una funcion vectorial, éstas no
seran numeros reales sino vectores (puntos).

3.2.1. Relacioén entre la derivada de una funcion vectorial v la de sus componentes

Supongamos que se quiere calcular la derivada de la funcién vectorial de ley:
r=7(t) = (r1(); r2(t);...; T (1))

Las funciones componentes de la funcion vectorial 7(t) son funciones escalares: r, (t),
r2(t), ..., T (t).

Para que exista la derivada r '(t,) basta con que existan las derivadas:
11 (o), 12" (t0), -+ T (to)

yvale r'(ty) = (r; (to); 12 (to); .-+ 1 (t0))-

Ejemplo:

10) La derivada de la funcion vectorial cuya ley es 7(t) = (t* + 3t3; te') es también otra
funcion vectorial cuya ley es 7°(t) = (2t + 9t%; et + tet).
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Actividad 4. Determinar las leyes de las funciones derivadas de las funciones
vectoriales dadas, aplicando reglas de derivacién conocidas:

a)7(t) = (2t? + 5t3 + t — 3; cos t + sent)
b)7(t) = (t? —eb;1 + Int)

0) (&) = (35253 sen(in(t)))

3.2.2. Interpretacion geométrica

Sear:A € R - R™ una funcién vectorial y 7 (t,) la derivada de r en un t,, punto interior
de su dominio, podemos interpretar graficamente qué representa r '(t,) solamente en

aquellos casosenqueom =2o0m = 3.

Llamemos P al punto del plano que tiene Y
las coordenadas r(t,), y Q al punto que p
tiene como coordenadas la imagen del —
valor t, incrementado en h, es decir ?
r(to +h). Ademas, dibujamos los 7(to)
vectores 7(t,) y 7(t, + h) como vectores — Tt h)
posicion, es decir como vectores con .
origen en (0; 0) y extremos en los puntos
Py Q, respectivamente.
4 ; I, Por suma de vectores, resulta:
~ e
e, F(to) + PO = 7(to + h),
e
F(to) de donde el vector P_Q) es la diferencia
— T(to + 1) entre 7(to, + h) y 7(t,) y el mismo se
.| encuentra contenido en una recta
secante a la curva, como muestra la
figura.

Ademas, podemos notar que si h > 0, el vector % [r(to + h) —r(ty)] resulta tener la
misma direccion y mismo sentido que r(t, + h) — 7 (t,).
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Que h — 0 significa graficamente que el punto Q se ira acercando hacia P, como
muestra la figura:

7(to)

Cuando h — 0, el vector % [f(to + h) — f(t,)] Se aproxima a un vector que esta sobre
la recta tangente a la curva en el punto P, como muestra la siguiente figura:

y )
(L) -7
P
Q
7(to)
.—/

X

. T(to+h)-T(t =0 . 2ng
Por lo entonces el ’llméw =71'(ty) se interpreta geométricamente como un

-

vector tangente a la curva imagen de r en el punto r(¢,).

Se puede realizar un razonamiento analogo si h < 0, arribando a la misma conclusion.

Para una curva del espacio, r '(t,) también representa un vector tangente a la curva en
r(t,), como muestra la figura:
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Actividad 5. Para las siguientes curvas paramétricas, determinar las componentes de
un vector tangente para el valor de ¢ pedido, y verificar graficamente dicha tangencia:

a)r(t) =(1+ 2cost;3 —4sent) parat = g

b)7(t) = (1+¢t;2—t?) parat =1

Actividad 6. Se tiene la funcion vectorial de ecuacion 7(t) = (t; t? — 4t + 3) en donde
0<t<4:

a) Graficar el conjunto imagen.

b) Hallar r ().

c¢) Hallar (3) y mostrar su significado grafico.

)
)
)
d) ¢, Para qué valor de t la segunda componente del vector tangente es nula?
Actividad 7. En el espacio se tiene el conjunto imagen de la funcién vectorial de
ecuacion r(t) = (2 cos(t); 2sen(t); 6 — 2 cos(t)) con dominio D = [—m; 2m]. Se pide:

a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto (2; 0; 4).

b) Determinar para qué valor de t, el vector tangente a la curva tiene como tercera
componente /2.

3.2.3. Curva reqular o suave

Una curva de parametrizacion r = r(t) es regular o suave en un intervalo I si y solo si:

Tescontinuaenly3 7'(t)#0,Vtel
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En tal caso, diremos que todos sus puntos son regulares.

Sila curva es regular en todos sus puntos, excepto en un numero finito de ellos, diremos
que la misma es seccionalmente regular.

Ejemplo:

11) Se tiene la curva de parametrizacion r(t) = (t; |sen(t)|) con 0 < t < 2w, como se
muestra en la figura.

La misma es seccionalmente regular, por ser regular en ]0; 2r[—{r}.

¥

=2

Graficamente, podemos observar que la imagen de t = m resulta ser un punto anguloso
de la curva, y eso coincide con el hecho de que no exista r ().

3.2.4. Curva de Jordan

Una curva de parametrizacion r = r(t) con t € [a; b] es una curva de Jordan si y solo
Si:

e 7 escontinua en [a; b],
e 7(a) =7(b), es decir, la curva es cerrada,
e 7 esinyectiva en [a; b[, es decir, no se cruza a si misma.

Ejemplo:

x =2+ 3.cos(t)

<t<
y =1+ 3.sen(t) 0 <t < 2m es de Jordan.

12) La circunferencia de parametrizacion {

3.2.5. Algebra de derivadas de funciones vectoriales

Sean j_” y g con conjunto imagen incluido en R™ y ambas derivables en t = t,,, entonces:

o (F+9)(to) =f(to) +7 (to)
o (k-)(to) =k.f(to)
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o (F9)(t) =f(to) G(to) + F(to) " T (to)
o (FAD)(to) = f (to) AG(ty) + f(to) A (t,) solamente para el caso m = 3.

3.3. DERIVADA DE UN CAMPO ESCALAR

A diferencia de lo que ocurre con las funciones escalares y vectoriales, y nuevamente
realizando una observacién similar a la que hicimos para definir limite de campos,
resulta que como estos tienen su dominio en un conjunto R" distinto de los reales,
entonces no habra una sola direccion y sera necesario especificarla.

De alli que el concepto de derivada para los campos escalares y vectoriales recibe el
nombre de derivada direccional.

Sea un campo escalar f: A € R" - R, ry un punto interior del conjunto 4, y a € R™ un
vector unitario (versor), diremos que f es derivable en r, si y solo si existe el numero
Dzf (ry) que calcularemos:

D=f (7o) = ;l%w con h € R — {0}

y en tal caso se llamara derivada direccional de f calculada en r, en direccién y sentido
del versor a.

A continuacion, analizaremos particularmente el caso en el que n = 2.

3.3.1. Derivada de un campo escalar con dominio en R?

Adaptaremos la definicion anterior al caso particular en que los campos escalares
tengan su dominio contenido en el plano, debido principalmente a la ventaja de poder
interpretarlo de manera geométrica.

Sea f:A € R? - R un campo escalar, 7, = (xo; ¥o) un punto interior del conjunto A y
a = (a,; ay) un vector de médulo 1. Llamamos derivada direccional de f en 1, segun
la direccion y sentido del versor a al valor:

Daf (xo; yo) = lim f[(xo;yomax;zy M%) con b € R — {0}

Ejemplos:
13) ¢, Cual es el valor de la derivada del campo de ley f(x;y) =1+ x + 2y + xy en el

punto (1; 0) segun la direccién que une los puntos A(2;5) con B(6;2), en ese sentido?

En primer lugar, debemos tener la direccién dada segun un versor. En este ejemplo, el
dato que tenemos sobre la direccién es que es la misma que la de la recta que une dos
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puntos. Formamos el vector 4B — (4;,—-3) yalser |A_B)| = 5, entonces tomaremos como
vector unitario para el calculo de la derivada a a = (4/5; —3/5).

Luego, aplicando la definicidn:

5

fQ+ghi—2h) — f(1;0) 1+ 14+gh+2.(—2h) + (L +gh).(—2h) -2
= lim
h h—0 h

Daf(1;0) = lim

—%hz —h
=Ilm

=l 12h H=-1
h—0 h _h’ﬁ%(_ﬁ -bD=-

14) ¢ Qué valor tiene la derivada del campo de ley f(x;y) = 2xy? en el punto genérico
(x; ¥) en direccion del eje y con sentido positivo?

Evidentemente, consideraremos a = j — (0; 1) para el calculo de la derivada:

D = 1 f(x;y+h)—f(x;y)_l, 2x(y+h)2—2xy2_l, 4xyh+2xhz_4
i 06 y) = I h = R0 h = R0 h e

Actividad 8. Hallar por definicion el valor de las siguientes derivadas direccionales en
el punto indicado y segun la direccion indicada:

a)f(xy)=x>+y (x0;¥o) = (1;2)  direccion del versor —i

b) f(x;¥) = y.x% + 4 (x0;¥0) = (1;7)  direccién del versor i
C)f(x;y)=x—y+xy (x0;¥0) = (1;,—1) direccion del vector u - (12; —5)
d) f(x;y) = 4xy + x? (x0; Vo) = (1;4)  direccion desde P(1;3) a Q(—2; 1)

Interpretacion geométrica

De la expresion
- [I(x0; ¥o) + (ax; ay). h] = f (xo; ¥o)
fm n

ubicamos todos los datos en la gréfica del
campo escalar f, y llamamos m al plano
perpendicular al plano xy que contiene a los
puntos 7y y 7o + ah = (xo + ayh; yo + ayh).
Este plano interseca a la superficie de
ecuacion f = f(x;y) en una curva a la que
llamaremos C:
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Si llamamos P al punto de coordenadas (ry; f (o)) Y Q al punto (ry + a. h; f(ry + a. h)),

entonces podemos trazar una recta que pase por ambos, y ésta resultara secante a la
curva C. Si consideramos h > 0, la pendiente de esta recta estara dada por el cociente:

A
tg(6) = Tf

o

X

La expresion h — 0, significa graficamente que el punto Q se va acercando hacia P. En

una posicion limite, la recta secante se transforma en una recta tangente cuya
Af,

pendiente esta dada por tg(a) = ;lm% .

X
Con lo cual, concluimos:

La derivada direccional Dgf (xq; yo) representa la pendiente de la recta tangente a la
curva interseccion entre la superficie f = f(x;y) y el plano que contiene a los puntos

(19;0), (ro + ah; 0) y (ro; f(ry)), produciéndose dicha tangencia en el punto (r; f(1y)).-
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Actividad 9. Un hombre esta escalando una montana,
cuya altura en cierto sector, puede modelizarse a
partir de la ecuacion z = 4 — (x? + xy + y?). Cuando
llega al punto (1,2;0,51,71) se topa con una

bifurcacién que le ofrece dos caminos posibles: tomar

la direccién y sentido dados por h — (—1;—1) o los

dada por m — (—3; —1). Determinar por qué camino — =

realizaria menor esfuerzo.

3.3.2. Derivadas parciales

Sea f: A € R™ - R un campo escalar, r, punto interior de A y a € R™ un vector unitario,
la derivada direccional recibe el nombre de derivada parcial si en particular a se obtiene

del siguiente conjunto:

{a—- (a;;az;...;a,)/a; = 1Aaj.;=0,coni=1;...;nyj= 1;...;n}

Caso particular

Analizaremos en particular aquellos derivadas parciales de campos escalares cuyos
dominios puedan representarse graficamente. Esto es, paran = 2 (dominio en el plano)

on = 3 (dominio en el espacio).

Sin = 2, entonces los versores que dan la direccion y sentido de la derivada direccional

son los versores i = (1;0) y j = (0; 1), generando las denominadas primera derivada

parcial y segunda derivada parcial del campo f, respectivamente.

Sus expresiones son:

f((xo; ¥0) + (1;0). h) — f(x0; o) _ ,mf(xo + h;¥0) — f (%05 Y0)

D3 e = : e
D v (05 y0) +(0;1).h) = f(X0;¥0) _ . f(X0; Yo+ h) — f(xo; ¥o)
v = i h - o0

Aunque también son usuales las siguientes notaciones:
, , , ]
Para la primera derivada parcial: f,(xq; yo) O af(xo; Yo)-

Para la segunda derivada parcial: f, (xo; y5) O aa—yf(xo; Yo)-

Ejemplo:
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15) Sea el campo escalar de ecuacion f(x;y) = 2x + x2y, sus derivadas parciales en
un punto genérico (x;y) son:

flx+hy)-fOcy) lim 2.(x+h)+(x+h)2y—(2x+x2y) lim 2x+2h+x2y+2xhy+h?y—2x—x2y

f(Gy) = ,ll’_’,’é

h—0 h h—0 h
. 2h+2xyh+h?
= im0 Y — o 4 2xy
h—0 h
, x;y+h)—f(x; . 2x+x%.(y+h)—-(2x+x? . 2x+x%y+x2h—2x—x2 ., x%h
fy(x,y):llmf( y+h)—f( y)=llm (y+h)—( y):llm y y:llm :xz
h—0 h—0 h h—0 h h—0 h

Las hemos calculado en cualquier punto genérico (x; y), aunque también las podriamos
haberlas calculado para algun (x,; y,) particular.

Si n = 3, realizamos un razonamiento similar y se definen:

. f(xo+ hyo;20) — f(X0; Yos Zo) a

D+f (X0; Yo Zo) = lim—— S 222 = £ (Xo3 Yoi Zo) = == f (o3 Vo3 Z0)
h—-0 h ax
. f(xo; 0 + h;20) — f(Xo0; Yo Zo) d

D+f (xo; Yo; Zo) = ;llz)ré mer Oh e = fy(x0; Y03 20) = @f(xolymzo)

. (03 Y05 2o + h) — f (05 Vo5 Z0) d
sz(xoiYO;Zo)zfl’f% v n e :fz(onYOizo):gf(xoiywzo)

Hemos visto en los ejemplos 14 y 15 dos casos en los que hemos calculado derivadas
parciales de un campo escalar, y hasta el momento la unica manera de hacerlo es por
definicion, es decir a través del uso de un limite. Sin embargo, existe otra forma mas
simple de calcular derivadas parciales sin el uso de la definicion, recurriendo al uso de
técnicas de derivacion ya conocidas para funciones escalares. En el siguiente ejemplo
se muestra como podemos calcular derivadas parciales mediante esta via:

Ejemplo:

16) Consideremos el mismo campo escalar de ecuacidén f(x;y) = 2x + x%y que
estudiamos en el ejemplo 15.

Habiamos arribado a que f,(x;y) = 2 + 2xy y f,(x; y) = x*.

Si queremos calcular la primera derivada parcial (respecto de la variable x) podemos
imaginar que el resto de las variables independientes (en este caso solo la y) son una
constante, y “convertir’ el campo en una funcién de una sola variable. Asi:

flx; k) = 2x + x%k = g(x)

Recurriendo a las técnicas de derivacion conocidas para funciones escalares, resulta
que g'(x) = 2 + 2xk.
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Luego, como originalmente k = y, nos queda f,(x;y) = 2 + 2xy, arribando al mismo
resultado que haciéndolo por definicién.

De manera anéloga: f, (x; y) = x*

Actividad 10. Para los siguientes campos, calcular todas las derivadas parciales
posibles de acuerdo con la cantidad de variables para las cuales esté definido el campo:

a) F(x;y) = x2.y + e*” b) F(x;y) = xy? + x”
24
¢) F(x;y) = In(xy) + 2**7 d) FY) = 5rs
_ y x
e)u(x;y;z)=e x.cos(;) f)F(x;y;z)=;+\/Z+4y
9) flx;y) = §+ 2y%x?% — Xy h) F(x;y; z; t) = xy + zt — cos(xyz)

3.3.3. Operador Nabla y vector gradiente de un campo escalar

Llamamos operador Nabla y lo simbolizamos V, al vector que esta formado por los
operadores que producen la derivacion parcial de primer orden:

|7_<a .0 6)
- \ox, ' ox,” " dx,

El operador Nabla adquiere mayor sentido de interpretacion cuando se multiplica con
un campo (sea escalar o vectorial) mediante los productos definidos para vectores.
Como un campo escalar es en esencia un numero real, podemos hacer el producto
entre V y un campo f, obteniendo como resultado lo que se define a continuacion:

Sea frACR">R /7= (x:;%3...;x,) EAw f(r) € R un campo escalar, llamamos
gradiente de f en el punto genérico r, al producto entre el operador Nabla y el campo
f es decir:

gradlf ] = V.fF) = Grigeie i) f® = G f @iz f @i i g f )

Es decir, el vector gradiente de un campo escalar es el vector formado por las derivadas
parciales del campo escalar. En particular, si:

e f=f(xy),entonces grad(f(x;y)) = (fx(x;¥); f,(x;¥)); Y
* [ =f(xy;z), entonces grad(f(x;y;2)) = (f(x ¥ 2); f, (6 ¥;2); (Y5 7))
Ejemplo:

17) Sea el campo escalar de ecuacion f(x;y) = 2x + x%y, sera:
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Vf(x;y) = (2 + 2xy;x?%), y en particular, por ejemplo Vf(1;0) = (2; 1)

Actividad 11. Calcular el vector gradiente para cada uno de los campos escalares
cuyas leyes se muestran a continuacion, y en particular en el punto pedido:

a) f(x,y) = e*.cos(x) .sen(y) enry,= (%,n)

b) u = x? + sen(yz) enr, = (1,2,0)

Propiedades de vector gradiente

Sean Vf(ry) y Vg(ry) los vectores gradientes de dos campos escalares f y g en un
punto r,, entonces:

o V(f+9)(o) =Vf(ro) +Vg(ro)
o V(af)(ro) = a.Vf(ro)
o V(f.9)(r0) =Vf(ro).g(ro) + f(10).Vg (7o)

3.3.4. Derivadas parciales sucesivas

Dado un campo escalar de dos o mas variables, cuando hallamos sus derivadas
parciales estamos obteniendo nuevos campos escalares. Estos, a su vez pueden
admitir nuevas derivadas parciales respecto de todas las variables independientes que
se definen de la misma manera que las anteriores y asi sucesivamente, generando lo
que denominamos derivadas parciales sucesivas.

Derivadas parciales de un campo de dos variables

Sea f:A S R? - R un campo escalar, ¥ = (x,;y,) un punto interior del conjunto A
pudimos obtener las derivadas parciales f, (xo; ¥o) Y f (X0; Yo)-

Ahora seran:

d (0 fx h;y0)—fx(Xo;
(2 (X3 Y0) = fex (603 Y0) = m= (= £ (03 ¥0)) = s f (oY) = lim Y0 G

d Jx(X0;¥0+ 1) —fx(X0;¥0)

(£ey (X3 Y0) = fay (603 ¥0) = = (2= £ (%03 Y0) ) = 5= f (05 Yo) = Lim )
(fy)x(xo; Yo) = fyx(xo; Yo) = :—x(:—yf(xo; yo)) 6x6yf( Xo; Vo) = l Ofy(xO"'h;J/or)L—fy(xo;yo)

fy(x0;¥0+h)—fy(X0;¥0)

(5), (o3 ¥0) = Fyy (o3 ¥0) = = (== £ (x03 ¥0)) = o f (o3 Yo) = Lim 22D

Continuando el esquema de derivacion, podriamos hallar las derivadas parciales

sucesivas fyxx(Xo; ¥0) fexy (X0; ¥o), €ftc.
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Ejemplo:

18) Sea el campo escalar de ecuacion f(x;y) = e* + 5 + 3x3, seran:

1 fex(6;y) = y?e™ +18x
fe(x;y) = ye™ + =+ 9x? 1
y fi(i9) = € +aye -

1

£.069) wy X Sy y) = exy+xyexy—ﬁ
YY) =xe® —— 5
y X

fyy(6;y) = x%e™ + 73

Actividad 12. Hallar las leyes derivadas parciales de segundo orden para los siguientes
campos:

a) f(x;y) = x%.y + 2y3e®

b) f(x;y) = 2 + x?y3 + In(x)

Teorema de Schwarz

Sea f: A € R* - R un campo escalar con derivadas parciales f,, f, y f;, continuas en
al menos un entorno de centro 7, = (xo; o) € 4;, entonces existe f,, (xq; ¥,) Yy vale:

fyx(xo; Yo) = fxy(xo; Yo)

Actividad 13. Dado un campo escalar de dos variables f = f(x;y), llamamos matriz
hessiana, a la matriz cuadrada de orden dos cuyos elementos estan dispuestos de la
siguiente manera:

 fa@y) fo(y)
HOGy) = (fyx(x: V) fy y))

Construir la matriz hessiana de los siguientes campos escalares:

a) f(x;y) = x2y* + 2%y — 2 b) f(x;) = In ()

3.4. DERIVADA DE UN CAMPO VECTORIAL

Dada un campo vectorial f: A € R® - R™ , r, un punto interior deA, y a € R™ un vector
unitario (versor), diremos que f es derivable en 7, si y solo si existe el vector Dzf (7,)
que calcularemos:

DJ(FO) = %mw con h € R — {0}
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y en tal caso se llamara derivada direccional de f calculada en 7, en direccion y sentido
del versor a.

3.4.1. Relacion entre la derivada de un campo vectorial y la de sus componentes

Supongamos que se quiere calcular la derivada segun direccion y sentido del versor
adel campo vectorial cuya ley es:

f=F@ = (L@ LT fn (D)
Las funciones componentes del campo vectorial f(¥) son campos escalares: f;(7),
fo(0), oo fin (7).

Para que exista la derivada Da]_‘(FO) basta con que existan las derivadas:
Dgfi(ro), Dafz(To), --., Dafim (7o)
y vale Dgf (7o) = (Dafi(To); Daf2(To); - Dafm(To)).
Ejemplo:
19) La derivada parcial primera del campo de ley j_f(x; y) = (x3y;x + 2y;3 + e¥) es
fe(r:y) = 3x°y; 1;%)

Actividad 14. Calcular las derivadas parciales de primer orden de los campos
vectoriales cuyas leyes se indican a continuacion:

a) f(x,y,2) = (x* —y + 2)i+ (2y — 32)] + (x + 2)k
b) f(x;y) =i+ (x—y)]_'+ lnyE

c) ]_f(x; y;z) = ﬁ i+ (2x + z%y)j

REVISION FINAL DE LA UNIDAD

1) Se tienen los campos escalares cuyas leyes son:

2x+x%+3y | «x
GRS R
x—y z

flx;y) = x3y* — 3x%y + In(xy?) y gl y;z) =

Hallar sus derivadas parciales.

2) Se tiene la superficie de ecuacion z = —%(x2 + y3) + 1. Una particula se encuentra

ubicada en el punto P(1; 2; 0) y se comienza a desplazar por la trayectoria marcada con

color fucsia hacia el punto Q(0; 0; 1).
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a) Hallar la ecuacién de la trayectoria.
b) Determinar el angulo con el que comienza a desplazarse la particula utilizando:
i) derivada de una funcion vectorial. ii) derivada de un campo escalar.

3) Se tiene la superficie de ecuacion z = 6 — x? — y? y una curva C contenida en ella,
de parametrizacion 7(t) = [V3 cos(t)]i + [1 + V3sen(t)]j + [2 — 2v/3sen(t)]k. Ambas
contienen al punto 7, = (v/3; 1; 2).

a) Hallar las componentes de un vector tangente a C en r,,.
b) Consideremos que la superficie dada, es una superficie de nivel de otro campo
escalarcuyaleyes F = F(x;y; z).

i) Construir la ley F = F(x; y; z). ii) Hallar VF (1)

c) ¢, Qué posicion tienen los vectores obtenidos en a) y b)?

4) Dado la curva C de parametrizacion 7(t) = In(t)i + V2tj + %tZE, talque 1<t <e,
se pide encontrar la ecuacion de la recta tangente a C en el punto (In(2); 2v/2;2)

5) Dado el campo escalar de ley f(x;y) = 3x + y?2, calcular por definicién, el valor de
la derivada direccional de f en el punto (1;0) segun la direccion y sentido del vector
u - (—4;3).

89



k de calculo

6) Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar:

a) La segunda derivada parcial (f,) del campo escalar de ley f(x;y) = x*y + e**y es
siempre no negativa para todo (x; y).

b) Dada la funcion vectorial de ley r(t) = (cos(t); sen(t)), existe algun valor de t para
el cual el vector r_'(t) tiene direccion vertical.

A continuacion, podés encontrar algunas las soluciones de las actividades de revision:

Ejercicio 1 Ejercicio 2 Ejercicio 3 Ejercicio 4

(A partir de 4.31)
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Actividad 1)  a) @ b) R ¢) 13; +oof d)]—1;3[

e)E H{;Y)ERP/O<x<IAO<Yy<1Ay=+x}

Actividad 2) a) f'(x) = 3x2.sen(x) + x3.cos(x)

oy 1
b)g'() = 2(x—2)/In(x-2)

—tg(x)—3sec?(x)+x sec?(x)

c)h'(x) =

£g?(x)
. [3x2.2%¥+In(2)x32%] cos (Vx3.2%)
d) /)= 2w 2®

Actividad 3) y=x-1
Actividad 4) a)7(t) = (4t + 15t% + 1; —sent — cos t)

b) 7'(£) = (2t — e3¢

—-2-8t-8t? cos( ln(t)))

O F() = (G =5

Actividad 5) a) F'(g) = (-2;0) b)7 (1) = (1;-2)

Actividad 6) b)) r(¢) = (1;2t — 4) c)r'(3) = (1;2) d)t =2
x =2

Actividad 7)  a){y =0+22 AER b) t = g
z=4

Actividad 8)  a) —2 b)21 ¢)0 d) —%
Actividad 9) Conviene m — (—3;—1) (por cuatro grados aproximadamente)
Actividad 10)  a) F,(x; y) = 2xy + y2e*?” F(xy) =x*+ 2xye*””

b) F.(x;y) = y% + yx¥~! E,(x;y) = 2xy + x¥.In(x)

©) Fu(xy) = 2 + In(2). 2%+ E,(x;y) = y + In(2).2%*Y

2xy? —2x2%y
d) P;C(x' y) = (xz+y2)z Fy('x; y) = (x2+y2)2

e) u,(x;y;z) = —e ¥ cos (%) uy,(x;y;2) = —ez;xsen (f)

91



\

de calculo

ye >
ZZ

u,(x%;y;z) = sen (g)

f) B (x;y;2) =§

E(x;y;2) = %\/E.z_%
9) fe(x:y) =+ 4y*x — ye*
h) B y; 2 t) = y + yzsen(xyz)
F,(x;y;z;t) = t + xysen(xyz)
Actividad 11) ) Vf (%;7) = (0; _en/4_g>
b) Vu(1;2;0) = (2;0;2)

Actividad 12) @) fox(x;¥) = 2y + 2y3e*

Fy(x;y;z) = —3%+4

H(xy) = —}% + 4yx? — xe*¥

E,(x;y;7;t) = x + xzsen(xyz)

Fe(x;y;z;t) =2z

fry (X y) = 2x + 6y?e”

fy (6 y) = 12ye*

b) fex (6 ¥) = 2y° —
fyy(x;¥) = 6x%y
o 2y* + 6xy
Actividad 13)  a) H(x;y) = <8xy3 4 3x2

= 0
b) H(x;y) = <’:) _i>
yZ

Actividad 14)  a) f,(x,v,2) = (2x;0; 1)

b) £ (x,¥) = (2xe*"; 1;0)

fyx(x:y) = 2x + 6y%e*
fey(x;y) = 6xy?

fyx(x; y) = 6xy2

8xy3 + 3x2>
12x%y?

f,(6y,2) =(-1;2;0)  f(x,y2) = (1,-3;1)

- 1
fy(xy) = (0; —1:;)
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5. Diferenciales

1. INTRODUCCION

Como hemos estudiado anteriormente, la derivabilidad de una funcién escalar en un
punto implica la continuidad de la misma en él. Para las funciones de mas variables
(campos escalares) la derivabilidad no asegura la continuidad, como podemos apreciar
en el siguiente ejemplo:

Supongamos tener el campo escalar de dos variables cuya ley esta dada por:

—x2y

fxy) = {axear
0

<
H
=]

<
Il
ol

Analicemos su continuidad y su derivabilidad en el punto (0; 0).

Por un lado, acercandonos al punto (0;0) por parabolas de ecuaciones y = k.x?
-x2kx? _ —kx* _ —kx* -k con x % 0
2x4+4(kx2)2  2xt+4k2xt  x%.(2+4k2)  2+4k? :

observamos que f(x; k.x?) =

P , —x2 . . -k -k .

Ellimite Um Zx:ifyz no existe pues lim ~—" = ——"=. Luego, f no es continua en
x;¥)=(0; xX—

(0;0).

Por otro lado, consideremos un versor a = (ay; a,) Y verifiquemos si existe la derivada
direccional de f en el punto (0; 0).
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—(a1.m)2.(az.h)

, 0+a;.h;0+a,.h)—f(0;0 , 2.(a1.h)*+4.(az.h)? , —a,%.a,.h3
Daf(0;0) = 1im L0 @ =JQ0) _ yjp, 2@ ritaah?  _ p,  — G’
h—0 h h—0 h h—0 2.a1*.h5+4.a,2.h3
, —a,%.a,.h3 , -a,%.a -a,%.a —a,? .
= lim L2 = lim L2 =1t 2=_1 golosia, # 0.
h—0 h3.(2.a1*.h2+4.a,2) h—0 2.a1*.h2+4.a,2 4.a,2 4.a, 2

¢ Qué sucede entonces para el caso en que a, = 07 Los dos versores que utilizaremos
para esta direccion son los vectores i — (1;0) y —i — (—1;0). La derivada es:

e N — 1 FBO=F(050) o T3a0 : _3
Dl.f(0,0)—’ll/iré - _fl’_r,% - =0 (idem para —i)

Con lo cual, la derivada direccional de f en el punto (0; 0) existe en toda direccion y
sentido de a y vale:

_a12

Dzf(0;0) =1 4.a,
0

a= ai; az) * iz

(
+i

Ql
Il

Este ejemplo, demuestra que un campo escalar de dos variables puede ser derivable
en un punto y sin embargo, no ser continuo en él, a diferencia de lo que ocurre para las
funciones escalares.

Por eso, suele decirse que la derivabilidad es mas débil en los campos escalares que
en las funciones escalares, y es necesario entonces recurrir a un concepto mas fuerte:
el de diferenciabilidad.

Si bien la diferenciabilidad es una caracteristica que se da en cualquier tipo de funcién,
debido a su utilidad practica, solo la estudiaremos para aquellas con conjunto imagen
en los reales: las funciones y los campos escalares.

2. DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES ESCALARES

Una funcion escalar f:A € R—- R es diferenciable en un x,, punto interior de su
dominio, si y solo si existe un m € R tal que la diferencia Af = f(x) — f(x,) pueda

escribirse Af = m.Ax + €.Ax con ¢ =» 0 cuando Ax — 0, siendo Ax = x — x,

Como &€ —» 0 cuando Ax — 0, la segunda igualdad puede interpretarse como lo
siguiente: una funcién es diferenciable en el punto x, si y solo si la diferencia de
imagenes Af = f(x) — f(x,) es bastante similar al nUmero m. Ax = m. (x — x,), cuando
consideramos un x lo suficientemente cerca de x,. Es decir, sin importar qué tipo de

funcion escalar sea f, estamos aproximando su valor al de una funcion afin (o lineal).
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Ejemplo:

1) La funcion de ley f(x) = x? es diferenciable en x, = 1. En efecto, si planteamos la
diferencia f(x) — f(1) resulta:

fOO)—fD=fA+Mx)—f(D)=1+Ax)?2—1=1+2.Ax+ (Ax)?> — 1 = 2.Ax + (Ax).Ax

Notemos que tomando ¢ = Ax que efectivamente tiende a 0 cuando Ax — 0, hemos
podido expresar a f(x) — f(1) como m.Ax + €. Ax (con m = 2).

2.1. DIFERENCIABILIDAD, DERIVABILIDAD y CONTINUIDAD DE UNA F.E.

No demostraremos ninguna de las siguientes afirmaciones, porque ya han sido
estudiadas en Calculo, pero recordemos que se da la siguiente relacion entre estas tres
caracteristicas para una funcion escalar:

Derivabilidad y diferenciabilidad son equivalentes:
f diferenciable en x, & f derivable en x,
La continuidad es una condicion necesaria (pero no suficiente) para la derivabilidad:
f derivable en x, = f continua en x,

Cuando se demuestra que, si una funcién es diferenciable en un punto, también es
derivable en él, se llega a la conclusién que el valor m del que habla la definicion es
f(xy) y esto puede comprobarse en el ejemplo 1. A partir de esto, podemos redefinir
diferenciabilidad de la siguiente manera:

Una funcion escalar f:A € R - R es diferenciable en un x,, punto interior de su
dominio, si y solo si puede escribirse:
f(xg +Ax) — f(xg) = f (x9).Ax + €. Ax con € = 0 cuando Ax — 0.

2.2. DIFERENCIAL

El primer término de la suma f'(x,).Ax + €. Ax es la parte principal de dicha expresion
y recibe el nombre de diferencial de f en x,, es decir:

df (xo) = f (x0)-Ax
Decimos que es la parte principal, en el sentido en que es lo mas parecido a Af.

Analicemos ahora el valor df, es decir, el diferencial de la variable dependiente. Por lo
visto anteriormente, podemos generalizar estableciendo que df(x) = f (x).Ax. Asi
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entonces, dada una funcion escalar f, y tomando un x fijo, el diferencial de la funcién
es una funcion afin, bien definida. Por ejemplo:
df (x3) = écj.Ax =m.(x — xp)
cte

Si consideramos en particular la funcion identidad de ley f(x) =x entonces el
diferencial de f en cualquier punto es df = dx y por la definicion resulta df = 1.Ax.
Luego, Ax = dx, y suele utilizarse esta expresion para indicarlo cuando justamente x
es la variable independiente, permitiendo la expresion:

df (xo) = f (xo).dx

Notemos que la expresion anterior justifica la notacién utilizada para la derivada de una
.y ' d . .
funcién en un punto: f (x,) = é (xo) vista anteriormente.

Podemos acercarnos mejor aun al concepto de diferencial y diferenciabilidad si
estudiamos la interpretacion geométrica del mismo para la funcién escalar que estemos
considerando, como lo haremos a continuacion:

Interpretacion geométrica

Supongamos que tenemos la grafica de una funcién escalar f definida en un conjunto
abierto A, en donde encontramos el punto interior x,, punto en el cual la funcién es
derivable y por lo tanto podemos trazar la recta tangente en x,, la cual llamaremos f;.

Sobre ella marcamos los siguientes puntos:
e P de coordenadas (xy; f(x))-

e () de coordenadas (x, + Ax; f(xg))-
e R de coordenadas (xq + Ax; f;(xo + Ax)).

La diferencia Af esiguala f(x, + Ax) — f(x,) como se muestra en la figura:

=
R
f(xo +27) { -y
/ IA}C
f(xa)
Q
X xp + Ax
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Considerando el triangulo PQR, la pendiente de la recta f; puede escribirse:

long(QR)
Ax

tg(RPQ) =

De donde long(QR) = tg(RPQ).Ax. Pero la tg(RPQ) es la derivada de la funcién f en
el punto x,. Entonces:

long (QR) = f (xo). Ax

Y como previamente habiamos definido df (x,) = f (x,). Ax, resulta entonces:

df (xo) = long(QR)

(2 + Ax) e

flx,)

Xg Xg + Ax

En resumen, el diferencial de una funciéon en un punto representa el incremento de
imagenes que hay por la recta tangente en x,, al movernos de x, a x, + Ax como se
muestra en la figura.

Lo interesante de establecer un criterio grafico es concluir que una funcion escalar f es
diferenciable en un x, si existe una recta tangente a la gréafica de f en (xq; f(xy)) y €s
una buena aproximacion de dicha curva, lo suficientemente cerca de (x,; f(x0))-

3. DIFERENCIABILIDAD DE CAMPOS ESCALARES

Un campo escalar f: A € R" - R es diferenciable en un r, punto interior de su dominio
si existe un m € R™ tal que la diferencia Af = f(r) — f(r,) pueda escribirse:

Af =m - Ar + €. |Ar| con € —» 0 cuando |A7| — 0, siendo Ar =7 — 7,

Cuando la funcién es de dos variables, razonando de forma similar a lo expuesto para
funciones escalares, podemos pensar que un campo escalar es diferenciable en un
punto, si es posible encontrar un ente geométrico de ecuacion lineal que sea una buena
aproximacion de él en dicho punto. Para el caso de dos variables sera: un plano.
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Ejemplo:

2) El campo escalar de ley f(x;y) = 4x + y? es diferenciable en (x,; y,) = (1;3). En
efecto, si planteamos la diferencia f (x;y) — f(1; 3) resulta:

fOoy)—f(1;3)=f(1+Ax;3 4+ Ay) — f(1;3) = 4. (1 + Ax) + (3 + Ay)? — 13 = 4Ax + 6Ay + (Ay)?

(Ay)? {
flx;9) — f(1;3) = Ax + 6Ay + ——————— [(Ax)% + (Ay)?
V(Ax)? + (Ay)?

&

Hemos encontrado m = (4; 6). Ahora, consideremos ¢ a la expresion sefalada, de
modo que el tercer término del segundo miembro es «¢. |Ar|.

Si podemos probar que ¢ - 0 cuando |[Ar| —» 0 (es decir cuando (Ax;Ay) — (0;0))
entonces estamos probando que el campo es diferenciable en el punto (x; y,) = (1; 3).

2
Notemos que € = ) puede escribirse € = A—y.Ay
V(Ax)%2+(Ay)? V(Ax)2+(Ay)?
omo el valor ——=—=——= varia entre —1y 1 (;por qué?), entonces:
C | val (Ax)ﬁi — varia entre ~1y 1 47), ent

Ay

RN vy e vy cied

<Ay

Es decir, —Ay < ¢ < Ay. Aplicando limite en los tres miembros, por el teorema del
emparedado queda probado que € — 0 cuando |Ar| — 0.

Realizar el trabajo anterior no siempre resulta sencillo para las formas mas complicadas
de la ley de un campo escalar, por lo cual, utilizaremos métodos mas simples.

3.1. DIFERENCIABILIDAD, DERIVABILIDAD y CONTINUIDAD DE UN C.E.

Condiciones necesarias de diferenciabilidad

A diferencia de lo que ocurre con las funciones escalares, y como vimos en el ejemplo
de la introduccién, existen campos escalares que son derivables, pero no continuos en
un punto.

Con lo cual, la diferenciabilidad constituye una herramienta de analisis muy importante
en cuanto se dan las siguientes dos situaciones:

Sea un campo escalar f:A € R" - R diferenciable en un 7, punto interior de su
dominio, entonces f es continuo en

Demostracion:
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f diferenciableenry = Af =m-Ar +¢.|Ar|,cone - 0si |Ar| -0 =

= lmAf = llm[f(r) f(ro)] = llm[m Ar+e|Ar]]=m-0+0=0 =

Ar—0
> Im[f@) - fF] =0 = Um[f7) - fF)l =0 = lmf() = ImfFo) =0 =
= Fliryf(?) = ;lf%lf(FO) = ;lf%lf(ﬂ =f(r,) = f continuoenr,

Sea un campo escalar f:A € R" - R diferenciable en un r, punto interior de su
dominio, entonces f es derivable en 7, y resulta Dzf () = Vf(r,) - a.

Demostracion, parte 1:

f diferenciable en 7y = Af =m-Ar +¢.|Ar|,cone - 0si |Ar| -0 =

m-AT+¢€.|AT| . m-AT | e|AT| * m-a.h | &l|h|
= Dzf(r —llm——ll ————=1Ilim + = lim +——
af (7o) 0h  hoo h ho0 h h ho0 h

&.|h|

—llm(m a)+llm - ;m-a+o=m-a

* Como estamos intentando calcular la derivada en el punto 7, entonces
incrementamos desde alli, para obtener r. Es decir 7o+ a.h =7, de
donde Ar =r—71,=a.h, y como a es un vector unitario, entonces
|47| = [al. |h| = |hl.

*' El limite llm "l vale 0, pués llm 1 (—e) =0y hlirgl+s =0
Luego, existe la Dgf (ry) y vale m - a.
Demostracion, parte 2:

Ahora bien, si existe la derivada direccional de f en r,, debe existir en toda direccion,
incluyendo las de los versores.

Si en particular tomamos el versor de primera componente 1, y el resto todas nulas,
obtenemos:

Dylf(Fo) = m . %1 = (ml;mz; o ;mn) . (1; 0; ceey 0) =m;. ES deCIr, my = Dylf(Fo)
De igual manera, tomando el segundo versor:

Dyzf(Fo) = m . EZ = (ml; msy;.. .;mn) . (O; 1; ceay 0) =m,. ES deCIr, my, = szf(Fo)

Si repetimos el proceso hasta el versor de n componentes, obtendremos que
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m3 = D%, f(To),..., mp = Dx, [ (7).
Luego, m = (Dz,f (T0); Dz,f (To); -3 Dz, .f (o)) = Vf (To)
Finalmente, la derivada Dz f (1) es:

Daf(ro) =Vf(ro) -a

jDato no menor considerando que podemos abandonar el calculo por definicion y
utilizar esta formula que se reduce a un simple producto escalar!

Ejemplo:

3) En el ejemplo 13 del capitulo 3, habiamos buscado la derivada del campo escalar
deley f(x;y) =1+ x + 2y + xy en el punto (1; 0) segun la direccion que une los puntos
A(2;5) con B(6;2), en ese sentido llegando a la conclusidn que el valor buscado era
-1.

Llegaremos al mismo resultado, ahora aplicando la féormula que se dedujo
anteriormente. Si f(x;y) =1+ x + 2y + xy entonces Vf(x;y) = (1 + y;2 + x). Luego
Vf(1;0) = (1; 3). La direccion y sentido esta dada por a = (4/5; —3/5). Entonces sera:

4 3
Daf(1;0) = Vf(1;0) - @ = (1;3) - (g; _g) - _1
Y queda verificado lo que queriamos comprobar.

Actividad 1. Hallar el valor de la derivada de cada campo, en el punto, direccion y
sentido indicados. Luego, comparar los resultados con los obtenidos en la Actividad 8,
Unidad 3.

a)f(x;y)=x%+y (x0;¥0) = (1;2) direccion del versor —i

b) f(x;y) = v.x3 + 4 (x0; o) = (1;7) direccion del versor i
C)f(xy)=x—y+xy (x0;¥0) =(11) direccion del vector u — (12; —5)
d) f(x;y) = 4xy + x? (x0; Vo) = (1;4) direccion desde P(1;3) a O(-2;1)

Actividad 2. Calcular la derivada direccional de la funcion de ley f(x,y) = x%2y3 — 4y
en el punto (2, —1) en la direccion y sentido del vector v = 27 + 5J.

Actividad 3. Calcular la derivada direccional D3f(1,2) si f(x,y) = x3 — 3xy + 4y? y u
es:

a) el vector unitario que forma con el eje x el angulo 8 = %

b) el vector que orienta el crecimiento de la recta de ecuacion {x i 1+9a a€ER
y=-2+12«a
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Variacion de la derivada direccional

Por definiciéon de producto escalar: D f (7o) = Vf(7ry) - a = |Vf(To)l. |al. cos( Vf(Fo)/;\E).
Como ademas, |al| =1y —1 < cos( Vf(FO)/;\E) < 1, es facil deducir que el valor maximo
que puede tomar la derivada direccional en un punto se da cuando cos( Vf(?o)/;\a) =1,

es decir cuando Vf(ry) y a tienen la misma direccion y sentido, y su valor sera

Dgf(ro) = [Vf(To)l-

Con el mismo razonamiento, el menor valor posible para Dgf (1) es —|Vf(r,)| y se da
cuando Vf(ro) y a tienen la misma direccion, pero sentido opuesto.

Lo anterior, nos permite resolver problemas que nos pidan buscar el valor maximo (o
minimo) que puede tomar la derivada direccional de un campo en un punto.

Ejemplo:

4) Sea el campo escalar de ley f(x;y) = 2x% + 5xy — 3x evaluemos el valor de la
derivada direccional en el punto P(1; —2) segun las siguientes direcciones y sentidos:
a) la del versor i.

b) la del versor a — (‘/2—E —‘/2—5)

c) la del vector b - (5;12).

d) la del vector P_Q) si Q(4;2).

e) la del vector que forma un angulo de 60° con el versor i.
f) la del vector ¢ - (—18; 10).

Por empezar, como aplicaremos la forma de calculo Dzf(ry) = Vf(ry) - a, primero
calcularemos el vector gradiente en el punto P(1; —2) que utilizaremos en todas las
resoluciones:

Vi(xy) = (4x + 5y — 3;5x) = Vi(1;,-2) =(=9;5)

a) Consideremos @ = i — (1;0). Luego, Dzf(1; —2) = (=9;5) - (1;0) = =9

b) Para el segundo caso, sera Dgzf(1; —2) = (—9;5) - (Q- —E) = —7v2 ~ —9,89

2’ 2
c) Primero buscamos el versor asociado a b - (5;12). Como |E| = 13, entonces

— 5 12
usaremos el versor a —» (—; —).
13" 13

Entonces Daf (1;-2) = (=9;5) - (5:12) = = ~ 1,15

13”713/ ~ 13
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d) P_Q) - (3;4), entonces a - (gg) y luego:

Daf(1,-2) = (=9:5)- (3:2) = —1=-14

— 1 V3 1 V3 5v3-9
e)a@ - (3;%), luego Daf (1;-2) = (-9;5) - (3; ) = 22—~ ~0.16
f) Sic - (—18; 10), entonces @ - (%%) y D=f(1;—2) = V106 ~ 10,29

Las aproximaciones en los valores obtenidos se hicieron con el propésito de mostrar
que, de todas las direcciones y sentidos, aparentemente el valor obtenido con el ultimo
vector es el maximo. De hecho, si probaramos con infinitas direcciones y sentidos mas,
nunca podriamos obtener un valor a superior a V106. ¢Por qué esto es asi? Pues
porque la direccion y sentido del vector ¢ — (—18; 10) son las mismas que la del vector
gradiente del campo calculado en el punto, y como habiamos deducido, el valor maximo
se da en esa direccion y en ese sentido. Es mas, dijimos que el valor maximo que se
puede obtener es el modulo del vector gradiente, y de hecho |(—9;5)| = V106.

Actividad 4. Un hombre se encuentra ubicado en el punto P(2;1) respecto de un
sistema de referencias en el plano xy. La temperatura del ambiente en °C, es funcion
de la posicion en el plano, segun la férmula:

40
T(x;y) =

x2+y2

a) En su posicion actual la temperatura es de 8°C. 4En cuales de las siguientes
direcciones y sentidos le conviene moverse para que la temperatura crezca lo mas
rapido posible?

b) Analizar el limite:

T(x;y)

lim
(x;¥)—(0;0)

y comparar con la respuesta que se obtuvo en el punto anterior.
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Actividad 5. Una mosca se encuentra en una habitacion rectangular en donde se ha
liberado un toxico. El nivel de toxicidad en cada punto de la habitacion viene dado por
la ecuacion:

T(x;y;z) = x%.(y — 1)2.(z — 3)? + 222
Si la mosca esta posicionada en el punto P(3; 1; 1), demostrar que le conviene dejarse
caer en picada para evitar la intoxicacion.

Actividad 6. Si f(x,y) = xe”:

a) calcular la razon de cambio de f en el punto P = (2,0) en la direccidon desde P hacia
punto Q = (%,2)

b) ¢, En qué direccion y sentido f tiene la maxima razén de cambio? ¢ Cual es la maxima
razon de cambio?

3.2. CONDICION SUFICIENTE DE DIFERENCIABILIDAD

Si un campo escalar f: A € R" - R tiene derivadas parciales continuas en al menos
un entorno de centro r,, entonces es diferenciable en 7.

Observacion: la reciproca no se cumple. Esto quiero decir que puede existir algun
campo escalar diferenciable en un punto r,, y sin embargo sus derivadas parciales ser
no continuas en ningun entorno de centro 7.

Sin entrar en un debate muy extenso, es posible que este concepto genere alguna
complicacion en su interpretacion. En resumen: sabemos que un campo escalar es
diferenciable en un punto r,. ¢es continuo en r,? Si, pues la continuidad es una
condicion necesaria para la diferenciabilidad. ¢ es derivable en r,? También, y en toda
direccion (incluyendo la de las derivadas parciales) porque al igual que la continuidad,
la derivabilidad es una condicién necesaria para la diferenciabilidad. ¢ Esto significa que
si un campo escalar no cumple alguna de estas dos condiciones entonces no es
diferenciable en r,? Exacto, porque repetimos, son dos condiciones necesarias. Ahora
bien, si un campo es diferenciable en r,, ¢entonces las derivadas parciales deben ser
continuas en 7,? No, pues la condicion es suficiente, y no necesaria. Lo que si podemos
afirmar es que si un campo escalar tiene derivadas parciales continuas en 7, entonces
es diferenciable en él y con eso solo alcanza para afirmarlo, por el ultimo teorema visto.
Por ultimo, diremos que a un campo escalar diferenciable en r,, que ademas tiene
derivadas parciales continuas en un entorno de centro r,, se lo suele llamar
diferenciable con continuidad.
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Ejemplo:

5) El campo escalar de ecuacidon f(x;y;z) = xy? + 3z es diferenciable en cualquier
punto pues existen sus derivadas parciales y son continuas en todo el espacio:

fe(x;y;2) = y? fy(x;y;2) = 2xy f,06y;2) =3

3.3. DIFERENCIAL

Si un campo escalar f: A € R™ — R es diferenciable en un r,, entonces:
Af =Vf(ry) - Ar + €. |Ar| con € = 0 cuando |Ar| = 0
@®

A la parte principal de esta suma (sefialada con 1) se le llama diferencial del campo
escalar f enr, y se lo indica df (ry).

Podemos considerar campos escalares particulares y generalizar una notacion tal
como lo hemos hecho para las funciones escalares y finalmente escribir Ar = dr.
Luego:

df (ro) = Vf(ro) - dr

Actividad 7. Utilizar campos adecuados y probar para un campo escalar de dos
variables que Ar = (Ax; Ay) = (dx; dy) = dr.

Ejemplos:

6) Sea el campo escalar de ecuacion f(x;y) = e* — 2x?y, supongamos que nos
movemos del punto (1;0) al punto (1,03 ;—0,2).

Af = £(1,03;-0,2) — f(1;0) = e¥93(=02) — 2 (1,03)2.(-0,2) — 1 ~ 0,2381

df (x;y) = (v.e®™ —4xy ;x.e* —2x?) - (dx; dy)

df(1;0) = (0; —1) - (1,03 — 1; —0,2 — 0) = (0; —1) - (0,03; —0,2) = 0,2000

7) Calculos aproximados de los errores en una medicion: Un cilindro eliptico recto tiene
las siguientes medidas: el eje menor de la base tiene una longitud de 10cm, el eje
mayor 16¢cm y la altura es de 12cm. Se utiliza un instrumento para medir su volumen
que puede generar un error en cada medicién de a lo sumo 0,1cm (por exceso o por
defecto). Determinar cual es el maximo error que se puede cometer en la medicion del
volumen en términos absolutos y relativos.

Por un lado V(a; b; h) = m.a.b. h, entonces el volumen real es V = 480mcm3.
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El error absoluto que se comete en la medicién esta dado por |dV|.

Como dV(a; b; h) =V,.da+Vy.db + V,.dh = n.b.h.da + m.a.h.db + m.a.b.dh, sera:
dV = m.(5¢m). (12cm). (0,1cm) + m. (8¢cm). (12¢m). (0,1cm) + . (8¢cm). (5¢cm). (0,1cm)
dV = 19,6.mcm3 = e

19,6mcm?
480mem3

El error relativo estara dado por e, = % 100 = 100 = 4,08%

Actividad 8. Una lamina metalica de forma triangular tiene 12cm de base y 9cm de
altura. Se calienta en un horno durante un tiempo. Al extraerla del horno su base se ha
incrementado en 0,15c¢m y su altura en 0,2cm. Utilizar diferenciales para determinar un
valor aproximado del incremento de area.

Actividad 9. Un rectangulo de base de medida B = 7,3cm y altura de medida h = 5,8cm
es medido por un instrumento de tal forma que se comete un error de medicién por
exceso de 0,03cm en la medida de la base; y un error de medicion por exceso de 0,02cm
en la medida de la altura. Determinar aproximadamente cual es el error relativo
porcentual cuando se calcula su area utilizando este instrumento, usando diferenciales.

Actividad 10. Se ha establecido la medida del volumen de un cilindro, con un
instrumento que tiene cierto error, obteniéndose lo que se muestra en el siguiente

cuadro:
Valor verdadero Valor medido
Longitud r del radio de la base r=12,31cm r = 12,36cm
Longitud h de su altura h =9,11cm h =9,31cm

El instrumento continda siendo “utilizable” si el error relativo porcentual no supera el
1,25%. Determinar si el instrumento continia o no siendo utilizable.

Interpretacidon geométrica del diferencial para un campo escalar de dos variables

Si un campo escalar f tiene su dominio contenido en R?, entonces diremos que el
mismo es diferenciable en un (x,; y,) si y solo si puede escribirse:

fOy) = f(x0;¥0) = VI (x05¥0) - (x —x0; ¥ —¥o) + &.1(x — x5 ¥ — ¥o)l
con € = 0 cuando (x;y) = (xg; ¥o)-

Llamamos diferencial a la expresion df (xy;yo) = Vf(xo; Vo) - (Ax; Ay), que como
hemos visto puede escribirse finalmente:

df (x0; Yo) = Vf(xo; o) - (dx; dy)
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Puede deducirse que este valor df(x,;y,) se interpreta geométricamente de la
siguiente manera:

fe(Fo + dF) 4—
f(Fo +dP) |
F) e

af

Si f; es el plano tangente a la grafica del campo en el punto (xq; vo; f (x0; ¥o)), entonces
el valor df corresponde a la diferencia de imagenes f;(r, + dr) — f;(r,), como se indica
en la figura. A medida que d7 — 0 seran df ~ Af. (Notar que £, (7o) = f(To))

Actividad 11. Comparar Af con df para cada campo escalar en los puntos indicados:

a) f(x;y) =y.x°> + 4xy (x0;¥0) = (1;2)  (dx;dy) = (0,1 ;—0,04)
b) f(x;y) = 2" + In(3—xy)  (%0;¥0) = (1;2) (dx;dy) = (—=0,05 ;—0,04)
c) f(x;y) =x—y+ (xy)° (x0;¥0) = (2;0)  (dx;dy) =(=0,1 ;0,03)
d) f(x;y)=2x+3y—4 (x0;¥0) = (1;3)  (dx;dy) =(=0,2 ;0,05)

Razonar los resultados obtenidos en d).

3.4. APLICACIONES DE LA DIFERENCIABILIDAD

3.4.1. Regla de la cadena para la derivada de funciones compuestas

Como hemos estudiado en la unidad de funciones, a partir de dos funciones y bajo
ciertas condiciones, puede realizarse la composicion de ellas y obtener una nueva
funcion. A continuacién, y como consecuencia del concepto de diferenciabilidad,
estudiaremos cdmo se derivan las siguientes composiciones:

Composicion entre una funcién vectorial y un campo escalar

Sea f un campo escalar con dominio en R™ y r una funcion vectorial con conjunto
imagen en R", entonces puede obtenerse la funcion escalar de ley g(t) = f[r(t)].
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Actividad 12. Dado el campo escalar f diferenciable en 7, y la funcién vectorial 7
derivable en t,, mostrar que la composicion g(t) = f[r(t)] es derivable en t,, con

7(to) = 7o y s€ cumple que: g'(to) = V[ (to)] - 7 (o).
Ejemplo:

8) Sea el campo escalar de ecuacion f(x;y) = 2x?y3 — 3x + 2y y la funcion vectorial
de ley r(t) = (t; —sent), para hallar la derivada de la funcion escalar compuesta g(t) =
f[r(t)] tenemos dos vias:

e La primera es realizar la composicién y derivar una funcion escalar:
g(t) = —2.t%.sen3t — 3.t — 2.sent
Sera g'(t) = —2.2.t.sen®t — 2t%.3sen’t.cost — 3 — 2.cost =
= —4.t.sen3t — 6t?sen’t.cost —3 — 2 cost
e La segunda es utilizar la formula obtenida:
g® = VO] T (@) = (x(Oy(®)7 = 3;6x(D*()? +2) - (L~ cos 1) =
= 4x(t)y(t)® — 3 + (6x(t)?y(t)? + 2).(—cost) =

= —4.t.sen’t — 3 + 6.t%.sen’t.cost — 2 cost

Como podemos observar, se arriba al mismo resultado.

Actividad 13. Dada la funcion compuesta z = z[r(t)] hallar z'(t):

a) z = e3**? donde 7(t) = [cos(t)]i +t?] b)z= g donde 7(t) = eti + [In(t)]j

Actividad 14. Un cilindro que contiene agua a temperatura ambiente se traslada por
una via recta de manera que, definido un sistema de referencias, la posicion del cilindro
respecto del tiempo en minutos esta dada por las ecuaciones:

— x=3—t
r(t)_{y=1+t t=0

La temperatura del recinto en donde se encuentra el cilindro esta dada por la ley
T(x;y) = 2xy — x? + 27.

a) Determinar en qué momento, posterior al minuto el cilindro debe quedarse en un
lugar de manera que el agua que contiene se congele.

b) A medida que el tiempo va transcurriendo, la temperatura aumenta y disminuye. Si
se debe dejar fijo el cilindro en un punto donde la temperatura ni aumente ni disminuya,
¢en qué momento debe hacerse?
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Composicion entre un campo vectorial y un campo escalar

Sea f un campo escalar con dominio en R™ y r un campo vectorial con conjunto imagen
en R", entonces puede obtenerse un nuevo campo escalar. La forma en la que se
obtendran las derivadas parciales de este campo escalar, resultado de la composicion,
se desarrollara en la resolucién de las siguientes actividades:

Actividad 15. Considerando z = z[i"(u; v)], calcular las derivadas parciales de
primer orden de z respecto a las variables u y v:

a) z = arctg (%) 7(t) = [u.sen(W)]i + [u.cos(v)]j

b) z = sen(x.y) 7(t) = (e* +v)i+ (e * +v)j

Composicion entre un campo escalar y una funcién escalar

Sea u un campo escalar y z una funcién escalar, entonces puede obtenerse un nuevo
campo escalar. La forma en la que se obtendran las derivadas parciales de este campo
escalar, resultado de la composicion, se desarrollara en la resolucion de las siguientes
actividades:

Actividad 16. En la composicion z = z[u(r)], calcular las componentes del vector
gradiente de z:

3

a)z=u u(x;y) = xy +% b)z=In(2u?+u) u(x;y) = arctg (%)

3.4.2. Interpretacion geométrica del vector gradiente en el espacio

Sea f: A € R3® - R un campo escalar diferenciable en 7, € A tal que el vector gradiente
Vf(ry) no es el vector nulo, entonces el vector Vf(r,) es perpendicular a la superficie
de nivel que contiene a 7, y apunta en la direccién y sentido de la maxima variacion del

campo f.
Ejemplo:

9) Sea el campo escalar de ecuacion F(x;y) = —x? + y + xy, hallar las componentes
de algun vector perpendicular a la grafica de F en el punto (1; 2; F(1; 2)).

Por empezar, calculamos F(1;2) = 3 y el punto es (1; 2; 3).El campo también puede
escribirse z = —x? + y + xy © —x% + y + xy — z = 0. Luego, esta Ultima ecuacién es la
superficie de nivel del campo f(x;y; z) = —x* + y + xy — z para el nivel k = 0. El vector
gradiente es Vf(x;y;z) = (—2x +y;1 + x; —1), y en particular para el punto que nos
interesa, f(1;2;3) = (0; 2; —1), como se puede observar a continuacion:
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Actividad 17. Consideremos el campo escalar f: 4 € R — R diferenciable en 7, € 4;;
una superficie de nivel S de este campo de ecuacion f(x;y; z) = k tal que 1, € S; y una
curva regular C c S de parametrizacion r = r(t) = (x(t); y(t); z(t)) que pasa por 7y,
como se muestra en la siguiente figura:

/
Sflsy;z)=k

T

Ademas, consideremos que 7, es la imagen de un valor t,, es decir i, = 7(t,)
a) Recordar y graficar qué posicion particular tiene el vector r°(t,).

b) Como C c S, todos los puntos que estan sobre la curva también estan sobre la
superficie. Por lo cual, ademas de verificar la ecuaciéon r = r(t) = (x(t); y(t); z(t)),
también verifican la ecuacioén f (x; y; z) = k. Componer la funcion vectorial con el campo
escalar y obtener una funcion escalar, llamémosla g.

c) Obtener la expresién de la derivada de la funcién escalar g calculada en ¢,:
i) de forma directa (como se estudio en AMI)
ii) utilizando la regla de la cadena vista en 3.4.1

d) Igualar las expresiones anteriores, y concluir la posicion de los dos vectores que
quedan en la expresion.

e) Concluir la demostracion y representar graficamente.
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Actividad 18. Hallar las componentes de un vector perpendicular a la superficie
esférica de ecuacion x? + y% + z2 = 11 en el punto P(1; 1; 3).

Actividad 19. Determinar para qué punto o puntos de la superficie cuya ecuacion es
z = x%y + 2x + 3xy, el vector perpendicular a la superficie en dicho/s punto/s resulta
paralelo al vector a - (14;0; —1).

3.4.3. Ecuacion del plano tangente a una superficie

Que el vector gradiente resulte perpendicular a una superficie, es de gran utilidad para
poder determinar la ecuacién del plano tangente a una superficie dada, si el mismo
existiera y fuera no nulo, concepto que se relaciona intimamente con el de
diferenciabilidad. Sin embargo, tenemos que hacer la distincion entre una superficie
cuya ecuacion esté dada en forma implicita f(x;y;z) =0 (como, por ejemplo, la
superficie esférica de ecuacion x? + y? + z2 — 1 = 0) y una superficie cuya ecuacion
esta dada en forma explicita z = g(x; y) (como, por ejemplo, la mitad de superficie la
esférica de ecuacion z = /1 — x? — y2). Notemos que, de los dos ejemplos dados, la
unica que corresponde a la expresion de un campo escalar, es la segunda.

Sea f: A € R3 - R un campo escalar diferenciable en 7, € 4, tal que el vector gradiente
Vf(ry) existe y no es el vector nulo, entonces la ecuacion del plano tangente a la
superficie de nivel S de ecuacién f(x;y; z) = k en el punto 7, es:

Teg) V(o) - (r —=70) =0

Actividad 20. Explicar brevemente por qué los puntos genéricos r = (x; y; z) del plano
tangente, verifican la ecuacion mostrada en el apartado anterior.

Sea g:A € R? - R un campo escalar diferenciable en (xq;y,) € 4; tal que el vector
gradiente Vg(x,; y,) existe, entonces la ecuacién del plano tangente a la grafica de g
en el punto 7y = (xq; ¥o; Zo) €S:

7Ttg) (gx(xoiYO)igy(xoiJ’o)i -1)-(r—19)=0
Esto ultimo puede probarse facilmente, asumiendo que la grafica del campo g es una
superficie de nivel de otro campo f: 4 € R® - R que contiene al punto 7.
Ejemplo:

10) Sea el campo escalar de ecuacién z = —x? + y + xy, determinar la ecuacién del
plano tangente a la grafica de z en el punto (1; 2; 3).
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En el ejemplo 9, calculamos el gradiente en (1; 2;3): Vf(1;2;3) = (0;2; —1)
Entonces sera m;,) (0;2;—-1)- (x — 1,y —2;z—3) =0

Tg) 2y —2z—1=0

Actividad 21. Hallar la ecuacion del plano tangente al elipsoide xTZ + y? +§ =3 enel
punto (—2;1; —3).

Actividad 22. Se llama recta normal a una superficie a la perpendicular a la misma en
un punto. Determinar la ecuacion de la recta normal al elipsoide del punto anterior en
(=2;1;,-3).

Actividad 23. Hallar la ecuacion del plano tangente en el punto indicado a las
superficies de ecuaciones:

a) z = x%.y? enry = (2;1;2)
b) zZ = X2 + y2 en FO - (1; _2; Zo)
c)z=2xy+x?y?—3x enry,=(2;1;2))

Actividad 24. Dada la superficie de ecuacion z = x2y + axy — 1, se pide:

a) Hallar el valor de a para que una ecuacion del plano tangente a la superficie en el
punto P(1;1;a) sear) 4x + 3y — z— 5 = 0. Justificar.

b) Ademas, encontrar la ecuacion de la recta perpendicular al plano m© que pasa por el
punto P(1;1; a).

Actividad 25. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie cuya ecuacion es
z? — 2x? — 2y? — 12 = 0 en el punto P(1; —1; 4).

3.4.4. Diferencial como una aproximacion lineal

Supongamos que un campo escalar f:A € R? > R es diferenciable en un punto
(x0; ¥o)- Entonces, por definicién de diferenciabilidad puede escribirse:

fOGY) — f(x05¥0) = VI (xo;¥0) - (x — X0; Y — ¥o) + €. 1(x — x0; ¥ — ¥o)I
@ @

con € » 0 cuando (x;y) = (xo; ¥o)

La parte sefialada con (1) es un campo escalar cualquiera de ley f(x;y) — f(xo; Vo),
mientras que la parte sefalada con (2) es un campo escalar de ley:

df =Vf(xo;¥0) - (x = X0; ¥ — Yo)
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Como habiamos mencionado anteriormente, la expresion sefalada con (2) es la parte
principal del segundo miembro ya que, al tender € = 0 cuando (x;y) = (xq; ¥y), €sto
significa que:

fOsy) = f(xo5¥0) = VI (xo;¥0) - (X = x0; ¥ — ¥o)

en las proximidades de (xy; y,). O también:
fOsy) = VE(xo; ¥o) - (x — X0;¥ — ¥Yo) + f(x0; Yo)

Graficamente, podemos interpretar a lo anterior como lo siguiente: Tomando puntos lo
suficientemente cerca de (x,; y,), las imagenes de éstos por la superficie z = f(x; y)
seran muy similares a las imagenes por z = Vf (xq; yo) - (x — xo0; Y — ¥Yo) + f(X0; Vo)-

Pero:
z=Vf(xo;¥0) - (x —X0; ¥ — ¥o) + f (x0; Yo)
0="Vf(xo;¥0) - (x —x0;¥ — ¥o) — Z + f (%05 o)
0 ="Vf(xo;¥0) - (x —x0;¥ — ¥o) — (z — f (%05 ¥0))
0 = (fx(xo; ¥0); fy (X0 ¥0)) - (x — X0; ¥ — ¥o) — 1. (2 — 2p)
0= (ﬂc(onJ’o)ify(xoi)’o)F 1) - (X —x0; Y — Yo; Z — Z)

que, como habiamos visto anteriormente es la ecuacion del plano tangente a la grafica
de f en (x4; vo; Zo)- En definitiva, la importancia de la diferenciabilidad es la posibilidad
de aproximar en cierta zona, cualquier tipo de superficie a un plano.

Actividad 26. En el siguiente grafico indicar:

e Lagraficade z = f(x;y) (del campo en estudio)

e Lagraficade z =Vf(xg;y0)* (x —x0; Y — Vo) + f(x0; ¥0) (del plano tangente)
e El valor particular (xy; yo) y los genéricos (x; y).

e Elvalor Af (incremento por el campo escalar)

e Elvalor df (incremento por el plano tangente)

Za
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Actividad 27. El campo escalar de ley f(x; y) = x> + y%2 — 2x. (y — 1) es diferenciable
en el punto r, = (—1; 3) ya que es posible escribir:

f;y)—f(=13)=Vf(-13) - (x+L,y—3)+e|(x+ 1,y —3)|
fy)—f(-1,3)=(-L18) - (x+Ly—3)+e|(x+ 1,y —3)|
x3+y?2—2x.(y—1)—12=(—x+8y—25) +e&.|(x+ 1;y — 3)|
O también:

x3+y?=2x.(y—-1)=(—x+8y—25+12) +e.|(x+ 1;y — 3)|

x3+yt—2x.(y—-1)=(-x+8y—13) + e |(x+ 1;y —3)|
A B

De manera que los valores de las dos expresiones sefialadas con A y B son muy
similares para los puntos que se encuentran en un entorno de ry, = (—1; 3).

a) Hallar las imagenes correspondientes para el punto r; = (=1,001; 2,99) por ambas
expresiones (A y B) y compararlas.

b) ¢ qué se puede decir de la continuidad de f en el punto ry = (—1;3)?
c) ¢qué se puede decir de la derivabilidad de f en el punto ry = (—1;3)?

Actividad 28. Encontrar la ecuacion del plano tangente a la superficie cuya ley esta
dada por z=x*+y%?—2x.(y—1) en el punto 7,=(-1;3;f(—1;3)). Luego,
compararlo con el enunciado del ejercicio 27, y explicar graficamente qué significa que
un campo sea diferenciable en un punto.

Actividad 29. El campo escalar de ley f(x;y) = x3 + y2 — 2x.(y — 1) es:

e Continuo enr, = (—1;3) ya que:

Im x3+y2=-2x.(y—1)=f(-1;3)=12
bl T -1 =f(=L3)

e Derivable en r,=(—1;3) ya que siempre es posible encontrar el valor
Dzf(—=1;3) =Vf(—1;3) - (ay; a,) tbmese el versor a = (a;; a,) que se tome.

¢, Podemos asegurar que el mismo es diferenciable en r, = (—1; 3) a partir de los dos
datos anteriores?

3.4.5. Derivadas de funciones implicitas

Por lo general, las leyes de las funciones escalares y de los campos escalares se
pueden expresar y = f(x) e z = f(x;y), respectivamente. En este caso decimos que
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estan dadas en forma explicita. Sin embargo, a veces las expresiones vienen dadas
sin explicitar alguna de las variables y las escribimos de la forma F(x;y) =0y
F(x;y;z) = 0.

A continuacién, estudiaremos como se obtienen las derivadas de éstas, pero dando
como dato del problema cual es la variable que se derivada respecto de cual o de
cuales. Para ello, utilizaremos el dF.

Actividad 30. Dada la ecuacién y = x + Iny, obtener las derivadas y'(x) y x'(y).
Verificar la relacion entre las derivadas de las funciones inversas.

Actividad 31. Dada la expresion e* — 2sen(xy) + xz + z2 + 3z + %x = 0, encontrar las
derivadas parciales de z respecto de las variables x e y.

Actividad 32. Hallar u, si u? + 2xyz — x*yu® = 5.

3.4.6. Interpretacion geométrica del vector gradiente en el plano

Vamos a desarrollar este razonamiento que nos permitira resolver distintas
problematicas, a partir de un ejemplo, y luego lo generalizaremos sin demostrar.

Ejemplo:

12) Supongamos que tenemos el campo escalar cuya ley es f(x;y) =x? + y2.
Sabemos que su grafica es la siguiente superficie (paraboloide circular con vértice en
el origen y eje de simetria z):

Si consideramos por ejemplo el punto (1; 2) en su dominio, al ser f(1;2) = 5 entonces
el punto (1; 2; 5) pertenece a la superficie:

114



decalculo

Si consideramos un campo escalar F de tres variables, de quién la superficie anterior
es una superficie de nivel, una ley posible para el mismo es:

F(x;v;z) =x*+y?—z

Habiamos visto que al calcular el gradiente de este campo F, supongamos en el punto
(1; 2; 5), éste resultaba perpendicular a la superficie. Vamos a comprobarlo.

VF(x;y;2) = (2x; 2y; —1)
VF(1;2;5) = (2;4;—-1)

Ahora bien, recordemos que, a un campo escalar de dos variables, le podiamos
calcular su mapa de nivel (curvas de nivel). Haciéndolo para f se tiene:

A
7
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Vamos a concentrarnos en particular en aquélla que contiene al punto (1; 2) que se da
para el nivel k = 5.

.

7
=

Si calculamos ahora el gradiente del campo f de dos variables y en particular en el
punto destacado, obtenemos:

Vi(xy) = (2x;2y)
VF(1;2) = (2;4)

Vamos a graficar dicho vector en el mapa de niveles:

7

5

Cabe preguntarse ahora, ¢ ese vector resulta perpendicular a la curva de nivel que pasa
por el punto (1;2)? Para responder a esta cuestion vamos a ayudarnos de la recta
tangente a la curva de nivel en el punto considerado.

La ecuacion de la curva es x? + y2 = 5. Derivamos en forma implicita (para un punto

genérico (x;y)):
2x.dx +2y.dy =0
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, X
y(xy) = —;
Ahora, busquemos el valor de la derivada en el punto de estudio ((1; 2)):
y(12) =~
2

Lo anterior, recordemos, era la pendiente de la recta tangente. Vamos a construir la

ecuacion de la misma:

1
y=—§.(x—1)+2

Graficamos dicha recta:

Busquemos ahora, la forma general de la misma:

1
2

Si recordamos, esta forma nos otorga
perpendicular a la recta.

En este caso, es el vector:

Recordemos que el gradiente era el vector
VA(1;2) = (24).

Si observamos ambos vectores, podemos
notar que:

_—1V 1;2

Por lo que ambos, tienen las siguientes
posiciones:

5

—x+y—-==0

2

como informaciéon un vector n que es
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Lo anterior, es suficiente para asegurar que los vectores son paralelos entre si, y por lo
tanto, el vector Vf(1;2) es perpendicular a la curva de nivel de ecuacién x? + y2 =5
en el punto (1;2).

Recordemos, ademas, que el vector gradiente no solo se dirigia en forma perpendicular
(ahora a la curva de nivel) en el punto, sino que ademas podia deducirse que apuntaba
siempre en la direccion y sentido de mayor crecimiento. Volviendo a la grafica del
campo f, lo anterior significa que si me encuentro en el punto (1,2) del plano xy y
quisiera que la magnitud f(x;y) creciera lo mas posible, deberia moverme en la
direccion del gradiente (o sea, en la trayectoria que se muestra sobre la superficie). A
modo de ejemplo, se muestran algunas trayectorias y entre ellas se destaca cual es la
de mayor crecimiento.

Actividad 33. 6

y
En cierta superficie de 6km x 6km se 5
estudia la concentracion € de monoxido
de carbono en el aire, medido en ppm i
(partes por millon). 3
De modo entonces, que existe un
2

campo escalar de ley C = C(x;y) que kepa | k595
modeliza la situacion y del cual, a ,/—\ N I i
continuacién, se muestran algunas k=79 / /
curvas de nivel: NI 1/ > 3 4 5 ;
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a) Si se conoce que uno Yy solo uno de los siguientes es el campo vectorial F que
corresponde al gradiente del campo C, es decir F(x;y) = VC(x;y), decidir cual es
explicando por qué se descartaron los restantes:

Fi(x;y) = 2x +y; -2y + x) F(xy) = (—2x + y; 2y + x)
F3(x;y) = (—=2x + y; =2y + x) fa(x;y) = x* +2y* - 10

b) Si la ley del campo C tiene la forma C(x;y) = —x? — y? + yx + k, hallar el valor de k
y luego, determinar cual es la concentracion maxima en el terreno si se sabe que se da
en un veértice del mismo.

c) Calcular VC(3; 3) y representarlo graficamente.

d) La siguiente grafica muestra el dominio del campo escalar que estamos estudiando
(terreno de 6km X 6km), las alturas que representan la concentracion de mondxido de
carbono para cada punto formando una superficie, el punto P(3;3;0) ubicado en el
plano xy. Si nos concentramos en el plano xy (con dos dimensiones), se ha marcado
en azul el gradiente obtenido en el inciso c¢) y dos vectores mas sefialados con (A) y
(B) que tienen componentes (—2; —1) y (—2; 0) respectivamente.

Determinar para cual de las trayectorias marcadas sobre la superficie, la concentracion
de mondxido de carbono crece con mayor rapidez.

4. EXTREMOS DE UN CAMPO ESCALAR

4.1. EXTREMOS LIBRES

Al igual que para las funciones escalares en Calculo, una aplicacién del calculo
diferencial es la posibilidad de obtener los valores extremos que asume una funcion.

119



& de calculo

En este caso, estudiaremos los valores extremos que asume un campo escalar,
particularmente si el mismo es de dos o tres variables.

Sea f:A € R" - R un campo escalar, 7, € Ay § > 0, entonces:

e f(ro) es maximo relativode f © Vr € E(r,,6) NA: f(r) < f(To)
e f(ro) es minimo relativode f &V 1r € E(ry,6) NA: f(r) = f (o)

Si un campo escalar f alcanza un maximo o un minimo relativo para 7, se dice que ha
alcanzado un extremo relativo para .

Cuando la condicion para los f(r) tomados se da Vr € A, los extremos se llaman
absolutos.

Ejemplo:

13) El campo escalar de ley f(x;y) = sen(x) + cos(y) tiene un maximo relativo para
Ty = (g; 0) y es f(g; 0) = 2. La siguiente figura muestra la grafica del campo escalar
y como tomando un entorno con centro en (g; 0), todos los (x; y) de alli tienen imagen

[
menor a la de (5; 0) por el campo escalar:

El estudio de las curvas de nivel de un \/ g \

campo escalar de dos variables puede 2
constituir una herramienta valiosa a la hora

de intuir si una funcion tiene un extremo ﬁ
local. Si imaginamos intersecar la figura Ya— Q

anterior con planos paralelos al plano xy,
obtendremos un esquema como el que se
muestra:
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Podemos notar como las curvas de nivel se van “cerrando” a medida que nos
acercamos al punto para el cual existe un extremo, en este caso, un maximo.

Actividad 34. Dado el campo escalar de ecuacion z = 4 — (x? + y?), se pide:

a) Obtener algunas curvas de nivel para el mismo y representarlas graficamente.
b) Graficar el campo escalar.

c) Decidir desde su grafica, si el mismo tiene algun extremo relativo y/o absoluto.
d) Relacionar las curvas de nivel con lo concluido en el inciso anterior.

Ejemplo:

14) El campo escalar cuya ley es f(x;y) = (x* + y?)2Y tiene un minimo absoluto en
f(0;0) =0. En efecto, para cualquier otro (x;y) = (a;b) # (0;0) veamos que el
producto (a* + b?)2P resulta positivo, con lo que f(a; b) = £(0; 0), verificando asi la

definicion dada.

Condicioén necesaria para la existencia de extremos relativos

Puede probarse que:

Si un campo escalar f: A € R™ — R diferenciable en A abierto, alcanza un extremo

relativo en 7, € A entonces Vf (7,) = 0.

Puntos criticos de un campo escalar

Sea f:A € R"™ - R un campo escalary r, € A, diremos que 1, es un punto critico de f
si y solo si:
AVf(To) vV Vf(o) =0

Ejemplo:

15) El campo escalar de ley f(x;y) = sen(x) + cos(y) tiene infinitos puntos criticos,
pues:

{fx(x; y) =cos(x) =0
fy(x;y) = —sen(y) =0

tiene como solucién todos los puntos (x; y) de la forma (g + a.m; b.m) con ay b enteros.
Entre ellos, al punto (3; 0).

Actividad 35. Obtener los puntos criticos de los campos escalares cuyas leyes son:

a)z=4—-(x*+y?
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b) z = y% — x?
c) flx;y) =x° —y3—§x2+3y

Puntos silla o puntos de ensilladura de un campo escalar

Sea el campo escalar f: A € R"™ — Ry el punto critico 7,, se dice que (7y; f(7p)) €s un
punto de ensilladura de f si en todo entorno E (7,; §) existe un punto 7, = (x;;y;) € A para

el cual f(7) > f(7y) Y un punto 7, = (x,; y,) € A para el cual f (1) < f (7).

Actividad 36. Dado el campo escalar de ecuacion z = y% — x?2, se pide:

a
b
c
d

Obtener algunas curvas de nivel para el mismo y representarlas graficamente.
Graficar el campo escalar.

Decidir desde su gréfica, si el mismo tiene algun punto de ensilladura.
Relacionar las curvas de nivel con lo concluido en el inciso anterior.

S~ = N

Condicion suficiente para la existencia de extremos relativos y/o puntos de
ensilladura

Estudiaremos esta condicidn unicamente para campos escalares de dos variables:

Dado un campo escalar f diferenciable en un conjunto 4 € R?, con derivadas parciales
segundas continuas en 4, 7, € A; punto critico de f y |H(7,)| hessiano para cada punto
critico, se cumple que:

i) [H@)|I >0 A fix(@e) >0 = f(ry) es un minimo relativo
i) [HT)I >0 A fix(my) <0 = f(ry) es un maximo relativo
i)y [Hry)| <0 = (ro, f(ry)) esun punto de ensilladura

iv) |H(ry)| = 0 no se puede asegurar nada y se debe analizar el problema de otra
forma.

Actividad 37. Obtener los extremos y/o puntos de ensilladura de los campos escalares
del inciso 35.

Actividad 38. Para los siguientes campos escalares, se pide:

a) Obtener sus puntos criticos.
b) Aplicar la condicion suficiente para determinar si existen extremos relativos y/o
puntos de ensilladura.
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¢) En caso de no poder asegurar nada con la condicién suficiente, realizar otro estudio
para determinar la existencia de extremos.

) f(x;y) =x%+y3 — 6xy+3x+ 6y —7 i) f(x;y) =x* —2x%y —x? +3y2 + 1
i) £ y) = 2x* + y2 — 3xy? iV) f(x;¥) =9 — 2x + 4y — x? — 4y?
V) fy) = x2.y? Vi) f(x;y) = e .sen?(y)

Observacion: También pueden calcularse los extremos de campos escalares de mas
de dos variables, y la condicidén suficiente se modificara, pero no lo estudiaremos en
este curso.

4.2. EXTREMOS CONDICIONADOS

En la actividad 38) ii) estudiamos los extremos y/o puntos de ensilladura del campo
escalar cuya ley era f(x;y) = x* — 2x%y — x? + 3y? + 1, buscando sus puntos criticos
en todo el dominio del campo, sin tener ninguna restriccion. Luego, aplicando la
condicion suficiente obtuvimos los resultados:

e (0;0;1(0;0)) es un punto silla
o ([ YF(=[37) sonm,

Estos resultados obtenidos pueden
observarse en la grafica del campo
escalar que como sabemos, se trata de
una superficie en el espacio y es la que
se muestra a la derecha.

Pero supongamos ahora, que queremos calcular los extremos de dicho campo,
sometiendo los puntos criticos del mismo a una condicidn arbitraria.

Por ejemplo, podriamos pedir que los
puntos (x;y) considerados tengan
coordenadas opuestas, es decir que
y =—x. El resultado del problema
cambiara drasticamente. Observemos
la grafica en la que se ha agregado la
curva condicion (y = —x) y la imagen
de los puntos de esta curva, sobre la
superficie:

Imagen
de la condicién

Condicién
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De hecho, con esta condicion la respuesta al problema cambia, pues como podemos
observar en la figura, existe un unico extremo: un minimo relativo en f(0;0). Para
resolver este tipo de problemas, el matematico Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
planted introducir una nueva funcién F y calcularle a ella los puntos criticos para hallar
la solucion.

Si f=f(x;y) es la funcidbn que necesitamos extremar (encontrarle los minimos o
maximos) y g(x;y) = 0 es la condicion de vinculacion entre las variables x e y, la nueva
funcién F se construye de la forma:

Floy; ) =foy) +4.9(xy)

Observaciones:

e No realizaremos la demostracion.

e La funcidn de Lagrange puede aplicarse para campos escalares de mas de dos
variables.

e Puede suceder que exista mas de una ecuacion condicionante. El tratamiento
de estos casos escapa a los objetivos de estos textos.

Actividad 39. El campo de ley f(x;y) = In(x) + In(y) no posee puntos criticos.

a) Comprobar la afirmacién dada.

b) Sin embargo, si consideramos los puntos de la circunferencia x? + y? = 16, para uno
y solo uno de ellos la funcidén presenta un maximo relativo. Determinar para qué punto
se cumple esto.

Actividad 40. De todas las cajas rectangulares que tienen area 1728cm?, s cudl es la
que tiene el volumen mayor, si:

a) la caja tiene tapa? b) la caja no tiene tapa?

Actividad 41. Un envase cilindrico debe tener una capacidad de un litro. ;,como ha de
disefarse el envase para minimizar el costo?

Actividad 42. Encontrar un punto sobre la curva x?y = 4, cuya distancia al origen sea
minima.

Actividad 43. Determinar cual es el punto del plano x + y + 2z = 4 mas cercano al
punto (2;1; 6) y calcular dicha distancia.

Actividad 44. Hallar la distancia maxima y minima que hay entre el elipsoide de
.y xz y2 2 .
ecuacion 7+ -+ 2z° = 1 al origen.
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Actividad 45. Al buscar los puntos criticos de la superficie de ecuacion z = 4 — y?

sujetos a la restriccion x? + y2 = 4, encontramos cuatro.

a) Hallarlos.

b) Efectivamente existen maximos vy
minimos con la condicion dada, como se
muestra en la figura. En la misma indicar,
cual es el campo a extremar, cual es la
condiciéon y concluir cuales son los
extremos.

REVISION FINAL DE LA UNIDAD

1) Dados los campos escalares cuyas leyes son:

Y — 23 2 y_lai O Va, 0
fOGy) =x%y” +4xy y g(x,y)—|0 1|X+|0 val”?

Se pide:
a) Utilizar diferenciales para aproximar la variacion f(1,003;1,02) — f(1; 1).
b) Determinar la ecuacién del plano tangente a la grafica de f en el punto (1; 1;5).

c) Explicar cual es la relacién que existe entre la derivabilidad y la continuidad en un
punto de una funcidén escalar vs un campo escalar. Para campos escalares, ¢qué
consecuencia tiene que un campo sea diferenciable en un punto?

d) Puede probarse la relacién entre la diferenciabilidad y la derivabilidad obteniendo
una forma mas simple del calculo de la derivada de un campo segun la direccion y
sentido de un versor a — (a,; a,) mediante un producto escalar. Si las constantes que
aparecen en la ley de g son las componentes de un versor y se sabe que son positivas,
probar utilizando dicha forma que la derivada de ese campo en cualquier direccion y
sentido siempre es constante.

2) Dado el campo escalar de ley f(x;y; z) = 3x%y + xz?:
a) calcular la derivada de éste en el punto 7, = (1; 2; —1) en la direccion y sentido:
. — 2 2 1
i) del versor a — Gi—353)
ii) del vector u — (26; 6; —4)
y3_z1
7

iii) creciente de la recta 6) xT_Z ===
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b) ¢alguno de los valores obtenidos en a) es el maximo posible para Dfz(1;2; —1)?
¢, Cual? ;Por qué?

3) De todas las cajas rectangulares C que pueden contener 64cm3 de volumen, ¢ cual
es la que requiere de menos cantidad de material en su construccion si la misma tiene:

a) sus seis caras? b) sus caras excepto la tapa?
4) Una maquina corta trapecios isdsceles de metal que deben tener las siguientes

medidas:
B =10cm b =4cm h=5cm

(el grosor de la lamina viene predeterminado)

a) Calcular el area esperada para la cara de cada trapecio.
b) Luego de cien dias de funcionamiento, la maquina comienza a producir trapecios
que tienen las siguientes medidas:

B =10,04cm b '=4,1cm h”=5,02cm

Determinar el error relativo porcentual del area de cada trapecio cometido por la
maquina, utilizando diferenciales.

5) Dado el campo escalar de ley f(x;y) = sen(xy?) y la funcién vectorial cuya ley es
7(t) = t%i + tj. A partir de ellos se construye la funcién escalar g = g(t) composicién
entrer y f, es decir g(t) = f[r(t)]. Se quiere hallar g (t). Hacerlo:

a) Utilizando la regla de la cadena para funciones compuestas.
b) Usando la derivada de una funcién escalar (realizando previamente la composicion)

6) Se muestra la gréfica de superficie de ecuacion z = %+ y* + 3x% — 2y2, y un mapa
de sus curvas de nivel:
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a) Hallar sus puntos criticos.
b) Utilizar la condicién suficiente para determinar si existen maximos, minimos y/o
puntos de ensilladura.

c) ¢ Coémo se puede predecir lo anterior observando el mapa de curvas de nivel?

d) Supongamos que ahora queremos calcular -

los extremos relativos del mismo campo
escalar z pero solamente considerando
aquellos puntos del plano xy tales que y = x
como se ilustra en la siguiente figura:

Plantear la funcion de Lagrange necesaria

para hallar extremos, y sin resolver, concluir [ =
a partir de lo que se muestra en la figura. X

7) Se muestra la grafica de superficie de ecuacion z = In(x) — xe”, sobre ella se marca
el punto ry = (1; 0; z,) y el plano 7., tangente a la superficie en dicho punto.

¢ Este plano es paralelo al eje x, lo contiene, o ninguna de las anteriores? Justificar.

8) Encontrar los extremos del campo escalar z = y3 + 3x%y — 6x2 — 6y? + 2.

A continuacion, podés encontrar algunas las soluciones de las actividades de revision:

Ejercicio 2 Ejercicio 3 Ejercicio 4 Ejercicio 5
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Ejercicio 6 Ejercicio 7 Ejercicio 8
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62

Actividad 1) a) —2 b) 21 95 d) — =
Lo 32
Actividad 2) Daf(2;-1) = =
Actividad 3) @) “3+13 b) £
Actividad 6) a)l b) La tiene si tomamos la direccién (1;2) y vale v/5

Actividad 8) 1,875cm?
Actividad 9) ery, = 0,755%
Actividad 10) ey = 3% > 1,25% Se descarta.
Actividad 13)  a)z' = e3s(0+2t(_3sen(t) + 4t)
07 = (1 )
Actividad 15) a)z, =0 z, =1
Actividad 16)  a) Vz = (3 (xy + %)2 (y-2):3(xy+ %)2 x4+ %))
Actividad 18)  VF(1;1;3) = (2;2;6)
Actividad 19) Para (0;4;0) y (—3;—4;—6)
Actividad 21)  —x+2y—2z—-6=0
Actividad 22)  (x;y;2) = (=2;1;-3) + 1. (—1; 2; —§) conA€R
Actividad 23) a)4x+8y—z—-12=0
b)2x—4y—-2z—-5=0
C)3x+12y—z—16=0
Actividad 24)  a)a =2

b)(x;y;2) =(1,1,2)+1.(4,3;,—1)con L ER
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Actividad 25)  —4x+4y +8z—24=0

Actividad 30)  y'(x) = 3%1 x'(y) = VT‘l

s —ye*Y+2y cos(xy)—z—> —xeXy
Actividad 31) Z. = Y ¥ cos(xy) 2 7 = xe*Y+2x cos(xy)
* x+2z+3 y X+2z+3

Actividad 32)  w, = %
Actividad 34) c¢) Tiene un extremo relativo y absoluto (maximo) en £(0;0) = 4

d) En el valor donde hay un extremo las curvas de nivel se van cerrando.
Actividad 35) a)r, =(0;0)

b) 1 = (0;0)

)y =(0;1) =(0;-1) =(L;1) nn=(1-1)
Actividad 36) a) Tiene un punto silla en (0; 0; £(0; 0))

b) En el valor en el que hay un punto silla las curvas de nivel se cruzan.

Actividad 37) a) £(0; 0) es un maximo relativo.

b) (0; 0; £(0; 0)) es un punto de ensilladura.

c) f(0; 1) es un maximo relativo, (0; —1; f(0; —1)) es un punto de ensilladura,

(1;1; f(1; 1)) es un punto de ensilladura, f(1; —1) es un minimo relativo.

Actividad 38) i) f(277; 5) es un minimo relativo, (%; 1;f(§; 1)) es un punto de ensilladura.
ii) (0;0; £(0;0)) es un punto silla, f(—g;i) es un m,, f(?;i) es un m,.
i) £(0;0) es un my, FC D)y £E;—22) son M,.
iv) f(—1;3) es un M,.
v) Todos los f(0;y) y f(x; 0) son m,..

vi) Todos los f(x; k.m) con k € Z son m,.

Actividad 39)  a) Puede probarse que no hay puntos del dominio del campo para los cuales no exista el
gradiente o el gradiente sea nulo.
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Actividad 40)

Actividad 41)

Actividad 42)

Actividad 43)

Actividad 44)

Actividad 45)

b) Para (v/8;V8).
a) La clbica de lado de longitud 12v2Zcm.
b) La de base cuadrada de lado de longitud 24cm y altura 12cm.

. . 1 2
Con un radio de longitud r = =Y altura h = T

Son los puntos (+2s; 2)

11
Es el punto (%;—Z;g)yd =

Gl

max{d} = 3 para (£3;0;0) min{d}=1para(0;0+1)

a)r =(0;2) =(0;,-2) 13=(2;0) 1 = (—2;0)
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Modelo Evaluacion Parcial 1
Temas: Ecuaciones diferenciales (U1) — Funciones (U2) — Limite y Continuidad (U3)
Parte A
1) Dada la ecuacion diferencial y” — 2.y = cos (x)e 2%, se pide:
a) Clasificarla y explicar si ademas es una ecuacion a variables separables, justificando la respuesta.

b) Determinar su solucién general.
c¢) La siguiente figura muestra un campo de direcciones:
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El mismo permite intuir la forma que tienen las soluciones. En este caso:
c1) de acuerdo con el grafico mostrado, ¢qué forma tendrian las soluciones? ¢por qué?
c2) entonces, ¢,corresponde a la ecuacion diferencial dada? Justificar.

2) Dada la ecuacion diferencial de segundo orden y”* — 6y” + 9y = B(x), se pide:

a) Para la misma podemos escribir su ecuacion diferencial de segundo orden homogénea asociada:
a1) Escribirla.
az) ¢ Es correcto decir que la solucion de ésta es y = C,e3* + C,e3*? Justificar.

b) Hallar la solucion particular si B(x) = 2x + 4e*

¢) Supongamos que B(x) = 0 y conocemos que la funcion de ley y = f(x) es solucion de la ecuacion
diferencial. Probar que la funcion de ley g(x) = k. f (x) para todo k € R también lo es.

3) Resolver las siguientes consignas:

a) Elaborar un cuadro comparativo entre las ecuaciones diferenciales de primer orden del tipo Bernoulli
y las homogéneas en donde se muestre: la forma de reconocerlas, la sustitucion que se utiliza para
resolverlas, y cual es el objetivo de dicha sustitucion.

b) Clasificar y resolver la ecuacion diferencial (—y~2)dy = (e" + %) dx

c) Para la ecuacion diferencial y" = (y — x2). (4 — x?), si trazamos el campo de direcciones de la ED,
determinar en qué curvas estan los puntos en los que los segmentos tienen direccion horizontal.

Modelos de examenes parciales - 133



& de calculo

2
d) La ecuacion de Clairaut y = xy” — (y")? tiene como soluciones y = Cx — C2ey = XT ¢,Coémo se llama

a cada uno de este tipo de soluciones, qué relacion grafica existe entre las mismas y cual es el otro de
tipo de solucién existente?

Parte B

4) Se tienen las siguientes leyes de dos funciones:

Ley de la funcién 1 Ley de la funcién 2
2y —2
f(x;y)=x§_x 7(t) = (V6 — 26Vt +1)

Se pide, para la funcién 1:

a) Decir qué tipo de funcién es y si la misma puede representarse graficamente. Si la respuesta es
positiva, explicar cual es su grafica y en qué espacio se realiza. Si es negativa, explicar por qué.

b) Hallar su dominio de definicion A, graficarlo y determinar los conjuntos A"y A;.
Sugerencia: Factorizar el denominador.

c¢) Calcular el limite de f cuando (x;y) — (1;1) utilizando dos trayectorias: una recta vertical; y la recta
identidad. A partir de los resultados obtenidos, ¢ se puede afirmar sobre la existencia o no existencia de
dicho limite? Justificar.

d) ¢ Cuales son las tres condiciones que deben cumplirse para que f sea continuo en el punto (2;3)?

Se pide, para la funcién 2:

e) La misma es una funcién vectorial. Hallar su dominio, y graficar una aproximaciéon de su conjunto
imagen.

f) ¢ Es posible calcular ltl’rr31 7(t)? oY ltirr61 7(t)? Justificar ambas respuestas.

5) Resolver las siguientes cuestiones:

a) Proponer la ley de una funcion F: A - R3 cuyo dominio sea 4 = {(x;y) € R?/y — x > 0}. ;qué tipo de
funcion es?
-3

b) Graficar la curva de nivel correspondiente al campo de ley f(x;y) = yT para el nivel k = 0.
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Modelo Evaluacion Parcial 2

Temas: Derivada (U4) — Diferenciabilidad (U5)

1) Se tienen las siguientes leyes de dos funciones:

Ley de la funcién 1 Ley de la funcién 2
2y =2
f(x;y):x;_x 7(t) = (V6 —26Ve+ 1)

Se pide, para la funcion 1:

a) Calcular las componentes del vector gradiente del campo de ley:

9 y) = f(xy). (xy = x)(e? +In (x))

Se pide, para la funcién 2:

b) ¢ Es posible calcular 7(3)? ¢Y #'(1)? Justificar ambas respuestas.

¢) Calcular 7°(t), en particular 7 (0) y explicar cdmo se interpreta geométricamente este ultimo.

2) Resolver las siguientes cuestiones:

a) Para el campo escalar de ley f(x;y) = 3x%y® + sen(x) — 4y, esta funcioén y sus derivadas f, f, Y fiy
son continuas en todo el espacio R2. Explicar qué es lo que afirma el teorema de Schwarz y verificarlo
para este campo.

b) Se tiene un campo escalar de dos variables de ley f = f(x;y). Se quiere calcular la derivada del
mismo en un punto de su dominio en direccion y sentido dados por un versor a. Entonces, por definicion,
se procede a realizar el siguiente calculo:

[(2+ 1.h)2% (=3 +0.h)% + 1] — [(2)2.(-3)3 + 1]
im h

Identificar una ley para el campo, el punto en el que se calcula la derivada, y justificar si se trata o no de
una derivada parcial.

3) Se tienen las funciones cuyas leyes son f(x;y) = 2xy? + In(y) y 7(t) = (t%; t). Se pide:

a) El campo f puede derivarse en infinitas direcciones y sentidos dados por un versor a. Supongamos
que se quiere calcular la derivada direccional de f en el punto (1;1).

i) De todos los valores que se pueden obtener, ¢ cual es el maximo? Calcularlo.
ii) Proponer una direccion y sentido para el cual la derivada valga cero. Justificar.

b) Graficar la imagen de la funcién 7 y explicar como se interpreta graficamente al vector v '(1).

4) Dado el campo escalar de ley f(x;y) = x3 — gxz + 4y — y? + 2, se pide:

a) Su gréfica es una superficie S que pasa por el punto (2;1;7). Determinar la ecuacion del plano
tangente a S en dicho punto.

b) Determinar los puntos criticos del campo, y luego aplicar la condicién suficiente para concluir si posee
extremos relativos y/o puntos de ensilladura.
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5) Resolver las siguientes cuestiones:

a) Aplicar diferenciales para aproximar el error que se comete al hallar el error relativo porcentual en el
calculo del volumen de un cilindro de longitudes r = 8cm y h = 6¢cm si se utiliza un instrumento que arroja
las medidas r" = 8,02cm y h” = 6,04cm.

b) Supongamos que conocemos que el campo escalar de ley f = f(r) es diferenciable en r,. Entonces
también es derivable en 7,. Para demostrarlo, se intenta calcular la derivada de f en 7, para cualquier
direccion y sentido dado por un versor a, con el objetivo de determinar si la misma existe (pues si existe,
entonces estamos demostrando la derivabilidad):

f@o+ah)—f({y) i v-(r—To)+elr—Tol

Daf (xo; y0) o) lefé h @ hot h

i) Justificar los pasos sefalados con (1) y (2).

ii) Hacia el final, se llega a que la misma existe y vale v - a. 4 Qué procedimiento se realiza para concluir
que v = Vf(r,)? Explicarlo, no desarrollarlo.

iii) Releer el enunciado b) y decidir si es posible que no exista f (7). Justificar.

c) En la figura se muestra la grafica de un campo escalar de ley f = f(x;y), un punto (x,; y,) Y el plano
tangente a dicha grafica en (xy; yo; f (X0; ¥0))-

fesy L
FGoiyo) b

Se pide:
i) Si consideramos a F(x;y;z) = f(x;y) — z, graficar el vector VF (xy; ¥o; f (xo; ¥0))- Explicar.

ii) Desde (x,; ¥,) nos movemos dr hasta encontrar el punto (x;y). Marcar en la figura dx, dy, Af y df,
explicando qué es cada valor.

iii) Sefalar un punto del plano para el cual el gradiente Vf(x; y) sea nulo. Justificar.
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Modelo Examen Final

1. Bloque Ecuaciones Diferenciales

a) Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial de segundo orden a coeficientes constantes:
y' =4y =2x—4+e”*

b) Dada la ecuacion diferencial 3y?dy — 2xe*’ dx = 0, justificar por qué se trata de una ecuacién a
variables separables, hallar su solucién general, y la solucién particular que cumple y(0) = 2.

c) Decir qué forma tiene una ecuacion del tipo Clairaut, y explicar brevemente cuales son los tres tipos
de soluciones que puede tener la misma.

2. Bloque Funciones, Limites, Continuidad y Derivadas

a) El dominio de un campo es 4 = {(x; y) € R?/x? + y? # 9} y la curva de nivel correspondiente al nivel
k = 0 es el eje x con sus correspondientes restricciones. Graficar el dominio y justificar si el mismo es
un conjunto acotado, graficar la curva de nivel con las restricciones correspondientes y dar una posible
ley para el campo.

b) Justificar adecuadamente por qué el limite siguiente no existe:

x.y?

lim ———
(xy)~(0;0) x3 + 3y3
t2-5¢t

¢) Analizar la continuidad de la funcion de ley 7(t) = ( 2t ;3) ve#0 e
(=5;3) t=0

nt=0.

d) Graficar el conjunto imagen de la funcién vectorial de ley 7(t) = (1 +t%2—t) cont = 1.
e) Para la funcion del inciso d) hallar 7'(t), ¥'(2) y decir como se interpreta geométricamente este ultimo.

f) Escribir la expresién por definicion de la derivada direccional del campo escalar de ley f = f(x;y) en
un punto (x,; y,) segun la direccidn y sentido del versor j. jqué relacion tiene este nimero con el vector

Vf (x0; ¥0)?

3. Bloque Diferenciabilidad y sus aplicaciones

a) Se tiene el campo de ley f(x;y) = 2x%y3 —y. Aproximar la diferencia de imagenes dada por
f(4,01;2,002) — f(4; 2) utilizando diferenciales.

b) Dado el campo de ley g(x;y) = x%y + 2xy — ¥ + 1, hallar la ley del plano tangente a la gréafica de f
en el punto 7(1; —1; £(1; —1)).

c) Explicar como se deduce el valor maximo que puede tomar la derivada direccional de un campo
escalar en un punto: en qué direccion y sentido se da, y cuanto vale.

x = %sen2 ®

d) Si f(x;y) =2x+y? y 7(t) = { , utilizar la regla de la cadena para calcular la derivada

g'(®) sig(®) = fIF(H)].

y = cos(t)
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4. Bloque Integracion de contenidos

Se tiene una placa de madera con espesor despreciable de 6¢cm x 6¢cm. En cada punto de la placa, la
temperatura estd dada por un campo escalar de ley T = T(x; y) que depende de la ubicacion de cada
punto sobre el ancho (x) y el largo (y) de la placa. La figura que se muestra a continuacién corresponde
al mapa de curvas de nivel del mismo con todos valores de nivel k > 0:

a) Si se conoce que una y solo una de las siguientes leyes corresponde a la de T, decidir cual es
explicando por qué se descartaron las restantes:

30y

T(sy)=y—x T,(6y) =y — x* T3(6y) = Ty(x;y) =

30y
—-x+1

b) Calcular VT (3; 4), graficarlo en la figura, y a partir de esto justificar como crece la temperatura en la
placa (desde qué punto cardinal a qué punto cardinal).

c) Obtener algun punto de la placa donde la temperatura sea 60°C.

d) Una hormiga comienza a recorrer la placa desde el punto A(5; 0) hasta salir de ella por un punto B,
segun el recorrido imagen de la funcion 7(t) = (5 — 2; 2t —%tz) con0<t<8.

i) ¢ En qué posicion de la placa se encuentra la salida de la hormiga?

i) Encontrar la ley de la funcién vectorial que describe la velocidad de la hormiga en que cada
instante t.

iii) Utilizar una composicion entre funciones para determinar en qué momento o momentos, la
hormiga pasé por zonas que tenian 30°C de temperatura.
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